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요  약
 알고리즘의 설계에 있어서 주어진 연결망을 다른 연결망으로 임베딩하는 것은 알고리즘을 활용하는 

중용한 방법중의 하나이다. 본 논문에서는 하이퍼큐브보다 망비용이 개선된 이븐 연결망과 오드 연결

망 사이의 임베딩을 분석하고, 이븐 연결망이 이분할 연결망임을 보인다. 이븐 연결망을 오드 연결망 

에 연장율 2, 밀집율 1에 임베딩 가능함을 보이고, 오드 연결망을 이븐 연결망에 연장율 2, 밀집율 1에 

임베딩 가능함을 보인다.

1. 서론

  최근 이미지 파일, 동화상, 실시간 처리 등의 많은 응용 

분야에서 고성능의 컴퓨터에 대한 요구가 증가하고 있다. 

고성능을 얻기 위한 방법으로 병렬처리에 대한 필요성이 

크게 증가하여 병렬컴퓨터에 대한 연구가 많이 진행되고 

있다. 병렬처리 컴퓨터는 다중프로세서(multiprocessor) 시

스템과 다중컴퓨터(multicomputer) 시스템으로 분류하는데 

다중컴퓨터 시스템은 자신의 기억장치를 갖는 프로세서들

을 상호 연결망(interconnection network)으로 연결하고, 

프로세서들 간의 통신은 상호 연결망을 통하여 메시지 전

송 방식으로 구동되는 시스템이다. 상호 연결망은 전체 시

스템의 성능과 시스템의 확장성에 큰 영향을 미친다. 널리 

알려진 상호 연결망으로 메쉬, 하이퍼큐브, 스타 그래프 

등이 있으며, 상호 연결망을 평가하는 척도로는 분지수

(degree), 연결도(connectivity), 대칭성(symmetric), 지름

(diameter), 망비용(network cost), 방송(broadcasting), 임

베딩(embedding) 등이 있다[7,8].

  하이퍼큐브는 노드 및 에지 대칭이고, 임베딩 관점에 있

어서 링, 트리, 메쉬 등과 같은 다른 연결망 구조들이 효

율적으로 임베딩 될 수 있다는 장점이 있지만, 노드 개수

의 증가에 따른 분지수의 증가로 인해 네트워크의 망비용

이 증가하는 단점이 있다. 이러한 단점을 개선하고자 

Folde 하이퍼큐브[9], 이븐(even) 연결망[3], 오드(odd) 연

결망[5] 등이 제안되었다.

  본 논문에서는 하이퍼큐브보다 망비용이 개선된 이븐 

연결망과 오드 연결망 사이의 임베딩 알고리즘을 제안하

고 이븐 연결망이 이분할(bipartite) 연결망임을 분석한다. 

   다양한 연결망 구조에서 여러 가지 문제들을 풀기 위

한 수많은 병렬 알고리즘들이 설계되고 있는데 이러한 알

고리즘들을 원래와는 다른 연결망 구조에서 실행시킬 수 

있는지는 병렬처리에서 중요한 문제이다. 이러한 방법 중

에서 널리 쓰이는 것에 임베딩이 있다. 임베딩은 한 연결

망의 프로세서와 통신링크를 다른 연결망의 프로세서와 

통신링크들로 사상(mapping)시키는 방법을 일컫는다

[1,6,9].  

   본 논문의 연구결과는 이븐 연결망이 이분할 연결망임

을 보이고, 이븐 연결망 Ed를 오드 연결망 Od에 연장율 2, 

밀집율 1에 임베딩 가능함을 보이고, 오드 연결망 Od를 

이븐 연결망 Ed+1에 연장율 2, 밀집율 1로 임베딩 가능함

을 보인다. 

  본 논문의 구성은 다음과 같다. 2장에서는 이븐 연결망

과 오드 연결망에 대하여 알아보고 3장에서는 이븐 연결

망이 이분할 연결망임을 보이고, 이븐 연결망과 오드 연결

망 사이의 임베딩을 보이며 4장에서 결론을 맺는다.

2. 관련연구

  본 논문에서는 n개의 이진비트스트링으로 구성된 

x를 x1x2...xi...xn(xi∈{0,1}, 1≤i≤n)이라고 표현하겠다. 

xi를 i번째 비트스트링이라고 표현하고, xi의 보수

(complement)를 =1-xi라고 표현하겠다. s와 t가 n

개의 이진비트스트링으로 구성되어 있다고 하면, s

와 t 사이의 거리(해밍 거리)는 s와 t 사이에 XOR 

함수를 적용하여 발생하는 1의 개수와 같다. 
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(그림 1) E4

  [3]에서 Ghafoor는 고장 허용 다중 컴퓨터의 하나

의 모형으로 이븐 연결망 Ed를 소개하였다. Ed는 지

금까지 많은 유용한 성질들 - 최대고장허용도, 노드 

및 에지 대칭성, 노드 중복없는 경로, 간단한 라우팅 

알고리즘, 하다마드 매트릭스(Hadamard matrix)를 

이용한 고장 감내 - 이 발표되었다[3,4]. 이븐 연결

망 Ed의 노드수는 






  
  

이고, 분지수는 d이며, 지

름은 d-1이다. 각 노드는 x1x2...xi...x2d-3(|0|=|1|±1)라

고 표현한다. |k|는 k의 개수를 나타낸다. 해밍 거리

가 1 혹은 n인 두 노드 사이에 에지가 존재한다. 해

밍 거리가 1인 두 노드를 연결하고 있는 에지를 i-

에지라고 나타내고, 해밍 거리가 2d-3인 두 노드를 

연결하고 있는 에지를 c-에지라고 나타내겠다. 이븐 

연결망 Ed에서 d-2개의 “0”과 d-1개의 “1”로 구

성된 노드 s=0...01...1을 s=0
d-2

1
d-1

으로 표현하겠

다. 그림 1은 이븐 연결망 E4이다.

  오드 연결망은 [2]에서 그래프 이론의 모델의 하

나로 발표되었는데 [5]에서 Ghafoor가 상호연결망으

로 소개하였고, 지금까지 많은 유용한 성질들 - 최

대고장허용도, 노드 및 에지 대칭성, 노드 중복없는 

경로, 간단한 라우팅 알고리즘, 하다마드 매트릭스

(Hadamard matrix)를 이용한 고장 감내 - 이 발표

되었다[2,5]. 오드 연결망 Od의 노드수는 






  


이

고, 분지수는 d이며, 지름은 d-1이다. 각 노드는 

x1x2...xi...x2d-1(|0|=|1|-1)라고 표현한다. |k|는 k의 개

수를 나타낸다. 오직 하나의 비트스트링만 같은 두 

노드 사이에 i-에지가 존재한다. 즉, 해밍 거리가 

2d-2인 두 노드 사이에 i-에지가 존재한다. 오드 연

결망 Od에서 d-1개의 “0”과 d개의 “1”로 구성된 

노드 s=0...01...1을 s=0
d-1

1
d
으로 표현하겠다. 그

림 2는 오드 연결망 O4이다.

   

3.  이분할 연결망과 임베딩

  첫 번째 비트스트링이 1과 0으로 구성된 노드들의 집합

을 각각 과 라고 하고, |1|=|0|+1인 노드들의 집합을 

 라고 하며, |0|=|1|+1인 노드들의 집합을  라고 하자.

정리 1  이븐 연결망 Ed는 이분할(bipartite) 연결망이다.

증명 s1과 s2를 임의의 이진비트스트링이라고 하고, 이븐 

연결망 Ed의 임의의 노드 u=s10s2(0≤|s1,s2|≤2d-4)∈ 라

고 하자. 그러면 이븐 연결망 Ed의 에지 정의에 의해 노

드 u는 노드 u'=s11s2 혹은 u"=1와 연결된다. 이븐 연

결망 Ed의 각 노드는 x1x2...xi...x2d-3(|0|=|1|±1)이므로 노드 

u'와 u"에서 |0|+|1|=2d-4이고, |0|=|1|=d-2임을 알 수 있다. 

즉, u'와 u"∈ 임을 알 수 있으므로 이븐 연결망 Ed는 

이분할 연결망이다.

  임의의 한 연결망을 G라고 하고, G의 노드 집합, 에지 

집합과 경로 집합을 V(G), L(G), 그리고 P(G)라고 표현하

겠다. G(V,L)의 G'(V',L')로의 임베딩 (Φ,ρ)은 V(G)의 노

드들을 V'(G')의 노드들로 사상하고, L(G)의 에지들을 

P(G')의 경로들로 사상하는 것을 말한다. 즉, Φ: V→V'이

고, ρ: L→P(G')이다. 임베딩의 비용을 나타내는 대표적인 

척도로 연장율(dilation)과 밀집율(congestion)이 있다. 연

장율은 G의 한 에지가 G'에 사상되었을 때의 경로 길이

를 나타내고, 밀집율은 G가 G'에 사상되었을 때 G'의 한 

에지가 중복 사용되는 횟수를 나타낸다.

정리 2  이븐 연결망 Ed는 오드 연결망 Od에 연장율 2, 
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밀집율 1에 임베딩 가능하다. 

증명  이븐 연결망 Ed의 임의의 한 노드를 

u=u1u2...ui...u2d-3라고 하고, 노드 u의 보수 노드를 =

   라고 하겠다. 만약, 노드 u∈ 이면, Φ

(u)=0u1이고, 노드 u∈ 이면, Φ(u)=10이다. 그러면 Φ

(u)의 비트스트링의 길이는 2d-1이고, |1|=|0|+1이다. 임의

의 한 에지를 e라고 하면, e∈L(Ed)이다. 에지 e의 발생 

조건에 따라 다음의 2가지 경우로 나누어 증명하겠다.

경우 1) 에지 e가 i-에지인 경우: 에지 e에 의해 연결되어 

있는 두 노드를 u=s10s2와 v=s11s2라고 하자. s1과 s2는 임

의의 이진비트스트링을 나타낸다(0≤|s1,s2|≤2d-4). 정리 1

에 의해 이븐 연결망 Ed는 이분할 연결망이므로, u∈ 이

고, v∈ 이다. 그러므로 Φ(u)=11120이고, Φ(v)=0s11s21

이다. Φ(u)와 Φ(v)의 비트스트링의 길이가 2d-1이고, 

|1|=|0|+1임을 알 수 있다. 그러므로 두 노드 Φ(u)와 Φ(v)

은 Od의 노드들임을 알 수 있고, ρ(e)=(11120 - 0s11s21)

임을 알 수 있으므로 에지 e가 보수 관계에 있는 경우에

는 연장율 1로 임베딩 가능함을 쉽게 알 수 있다. 

예 1) u=00111, v=00011 → Φ(u)=0001111, Φ(v)=1111000, ρ

(e)=(0001111 - 1111000).

경우 2) 에지 e가 c-에지인 경우: 에지 e에 의해 연결되어 

있는 두 노드를 u=s10s2와 v=112라고 하자. s1과 s2는 임

의의 이진비트스트링을 나타낸다(0≤|s1,s2|≤2d-4). 정리 1

에 의해 이븐 연결망 Ed는 이분할 연결망이므로, u∈ 이

고, v∈ 이다. 그러므로 Φ(u)=11120이고, Φ(v)=01121

이다. Φ(u)와 Φ(v)의 비트스트링의 길이가 2d-1이고, 

|1|=|0|+1임을 알 수 있다. 그러므로 두 노드 Φ(u)와 Φ(v)

은 Od의 노드들임을 알 수 있고, ρ(e)=(11120 - 1s10s21 

- 0s11s21)임을 알 수 있으므로 에지 e가 보수 관계에 있

는 경우에는 연장율 2로 임베딩 가능함을 쉽게 알 수 있

다.

예) u=00111, v=11000 → Φ(u)=0001111, Φ(v)=1001110, ρ

(e)=(0001111 - 1110001 - 1001110).

  경우 1,2에서 각각 사용된 에지 e는 동일 에지가 아니

고, 경우 2에서 사용된 노드 1s10s21은 경우 1에서 사용된 

노드 Φ(u)와 노드 Φ(v)과 동일 노드가 아님을 쉽게 알 수 

있다. 그러므로 위의 두 가지 경우에서 사용된 각 경로 ρ

(e)는 에지 중복 없는 경로이므로 밀집율이 1임을 알 수 

있다. 그러므로 이븐 연결망 Ed는 오드 연결망 Od에 연장

율 2, 밀집율 1에 임베딩 가능하다. 

정리 3  오드 연결망 Od는 이븐 연결망 Ed+1에 연장율 2, 

밀집율 1에 임베딩 가능하다. 

증명 오드 연결망 Od의 임의의 한 노드를 

u=u1u2...ui...u2d-1라고 하고, 노드 u의 보수 노드를 =

   라고 하며, 노드 u의 첫 번째 비트스트

링을 제거한 노드를 t=u2...ui...u2d-1라고 하겠다. 만약, 노드 

u∈이면, Φ(u)=0t이고, 노드 u∈이면, Φ(u)=0이다. 

그러면 Φ(u)의 비트스트링의 길이는 2d-1이고, |1|=|0|±1이

다. 임의의 한 에지를 e라고 하면, e∈L(Od)이다. 에지 e

의 발생 조건에 따라 다음의 2가지 경우로 나누어 증명하

겠다. 

경우 1) 에지 e가 i-에지인 경우(2≤i≤2d-1): 에지 e에 

의해 연결되어 있는 두 노드를 u=0s11s2와 v=1s11s2라고 

하자(0≤|s1,s2|<2d-1). 그러면 노드 u의 첫 번째 비트스트

링이 0이므로, Φ(u)=0s11s2이고, 노드 v의 첫 번째 비트스

트링이 1이므로, Φ(v)=0s10s2이다. 그러므로 두 노드 Φ(u)와 

Φ(v)은 Ed+1의 노드들임을 알 수 있고, ρ(e)=(0s11s2 - 

0s10s2)임을 알 수 있으므로 에지 e가 i-에지인 경우에는 

연장율 1로 임베딩 가능함을 쉽게 알 수 있다.

예 1) u=00111, v=11100 → Φ(u)=00111, Φ(v)=00011, ρ

(e)=(00111 - 00011).

경우 2) 에지 e가 1-에지인 경우: 에지 e에 의해 연결되어 

있는 두 노드를 u=1t와 v=1라고 하자. 그러면 노드 u와 

노드 v의 첫 번째 비트스트링이 1이므로, Φ(u)=0이고, Φ

(v)=0t이다. 그러므로 두 노드 Φ(u)와 Φ(v)은 Ed+1의 노드

들임을 알 수 있고, ρ(e)=(0  - 1t - 0t)임을 알 수 있으므

로 에지 e가 1-에지인 경우에는 연장율 2로 임베딩 가능

함을 알 수 있다.

예 2) u=10011, v=11100 → Φ(u)=01100, Φ(v)=00011, ρ

(e)=(01100 - 10011 - 00011). 

  경우 1과 2에서 각각 사용된 에지 e는 동일 에지가 아

니고, 경우 2에서 사용된 노드 1t는 경우 1에서 사용된 노

드 Φ(u)와 노드 Φ(v)과 동일 노드가 아님을 쉽게 알 수 있

다. 그러므로 위의 세 가지 경우에서 사용된 각 경로 ρ(e)

는 에지 중복 없는 경로이므로 밀집율이 1임을 알 수 있

다. 그러므로 오드 연결망 Od는 이븐 연결망 Ed+1에 연장

율 2, 밀집율 1에 임베딩 가능함을 알 수 있다. 

4.  결론

  

  상호 연결망의 임베딩은 어떤 연결망 G가 다른 연결망 

H에 포함 혹은 어떻게 연관되어 있는지를 알아보기 위해 

어떤 특정한 연결망을 다른 연결망에 사상하는 것이다. 연

결망 G가 연결망 H에 적은 비용으로 임베딩 가능하다는 

것은 연결망 G가 다양한 응용 분야에서 효율적으로 이용

될 수 있기 때문에 상호 연결망에서 임베딩 문제는 매우 

중요하다.

 본 논문에서는 하이퍼큐브보다 망비용이 개선된 이븐 연

결망과 오드 연결망 사이의 임베딩 알고리즘을 분석하고, 
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이븐 연결망이 이분할 연결망임을 보였다. 이븐 연결망 

Ed는 오드 연결망 Od에 연장율 2, 밀집율 1에 임베딩 가

능함을 보였고, 오드 연결망 Od는 이븐 연결망 Ed+1에 연

장율 2, 밀집율 1에 임베딩 가능함을 보였다. 이븐 연결망

과 오드 연결망 사이의 임베딩 결과를 분석함으로써, 이븐 

연결망에서 이미 개발된 여러 가지 알고리즘을 오드 연결

망에서 효율적으로 이용할 수 있음을 알 수 있고, 오드 연

결망에서 개발된 여러 가지 알고리즘을 이븐 연결망에서 

효율적으로 이용할 수 있음을 알 수 있다.
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