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Abstract 

Based on three-dimensional (3-D) FE limit analyses, this paper provides plastic limit and TES(Twice-
Elastic-Slope) loads for pipe bends under combined pressure and out-of-plane bending. The plastic limit loads 
are determined from FE limit analyses based on elastic–perfectly-plastic materials using the small geometry 
change option, and the FE limit analyses using the large geometry change option provide TES plastic loads. A 
wide range of parameters related to the bend geometry is considered. Based on the FE results, closed-form 
approximations of plastic limit and TES plastic load solutions for pipe bends under out-of-plane bending are 
proposed. 

기호설명 
 

Mo 면외 굽힘하중이 가해지는 경우의 
곡관의 한계하중/TES 소성하중 

Mo
S 굽힘하중이 가해지는 경우의  

직관의 한계하중 (= tro
24σ ) 

ML 복합하중이 작용하는 경우의 소성 굽힘
하중 

Po 곡관의 한계 압력 
Po

S 직관의 한계 압력 (= ( )2 / 3 /ot rσ ) 

σo  탄성-완전 소성 재료의 한계 응력 

1. 서 론 

플랜트 시설에서 사용되는 곡관(pipe bend)의 소
성 하중(plastic load)은 곡관의 최대 하중 지지능력
을 산출하기 위한 중요한 지표이다. 현재까지 곡
관에 대한 다양한 연구가 수행되었지만(1~13), 직관

에 비해 그 연구가 부족하여 연구가 계속 수행되
고 있다. 면내 굽힘하중(in-plane bending)이 가해지
는 곡관의 소성 하중에 대한 연구는 체계적으로 
수행되었다(6-9). 면외 굽힘하중(out-of-plane bending)
이 가해지는 곡관의 소성 하중에 대한 몇몇 연구
가 수행되었다(10-13). 하지만, 더 체계적인 분석이 
필요하여 본 연구를 수행하였다. 
본 연구에서 내압과 면외 굽힘하중이 독립적으

로 가해지는 곡관의 소성 하중 해석을 수행하고, 
면외 굽힘하중과 내압의 복합하중이 작용하는 곡
관의 소성 하중 해석을 수행하였다. 대변형 효과
를 고려한 3차원 유한요소 해석을 수행하였고, 탄
성-완전 소성 재료를 사용하였다. 그리고 곡관의 
변수(r/t, λ)를 체계적으로 변화시키면서 소성 하중
을 제시하였다. 그리고 실제 사용되는 곡관에는 
직관이 부착되어 있으므로 충분히 긴 직관이 접합
된 곡관을 고려하였다. 

2. 유한요소 한계해석 

2.1 형상과 유한요소망 
본 연구에 사용된 90°곡관의 형상을 Fig. 1 에 

나타내었다. 평균 반경과 두께는 r 과 t 로, 곡률반
경은 R로, 직관의 길이는 L로 나타내었다. 중요한 
무차원 변수는 R/r과 r/t이고, 곡관 특성 변수 
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Fig. 1 Schematic illustrations of 90o pipe bends, 

considered in the present work, bends (a) without 
a straight pipe attachment, and (b) with the 
attachment. 

 

 
Fig. 2 A typical finite element mesh, employed in the 

present work. 
 

(bend characteristic)는 다음과 같이 정의된다. 
 

( )
( )tr

rR
r
Rt

== 2λ    (1) 

 
이 무차원 변수는 R/r 과 r/t 가 독립적으로 변화
함으로써 소성한계하중에 대한 곡관의 기하학적 
영향을 정량화한다. 
곡관의 형상에 따른 효과를 정량화하기 위해서, 

r/t 는 r/t=5~50, λ는 λ=0.1~0.5 의 범위에서 체계적

으로 조사하였다. 곡관에 부착된 직관의 길이는 

평균 반지름의 20 배(L=20r)로 설정하였고, 이는 

적절한 길이이다(7). 

Fig. 2 는 본 연구에 사용된 유한요소망이다. 비

압축성에 수반되는 문제점을 해결하기 위해, 

ABAQUS 의 reduced integration elements (C3D20R)를 

사용하였다. 10483 개의 요소와 52352 개의 절점을 

사용하였다. 두께 방향으로 3 개의 요소를 사용하

고 원주 방향으로 36 개의 요소를 사용하였다. 이

는 소성 하중 해석에 충분한 수이다. 

2.2 유한요소 해석 
ABAQUS V6.4를 이용하여 유한요소 해석을 수

행하였다. 재료는 탄성-완전 소성으로 가정되고, 
비경화 J2 유동 이론(flow theory)이 사용되었다. 유
한요소 해석에서 탄성 계수 E=200GPa, 포아송 비
ν=0.3, 한계 응력 σo=200MPa으로 설정하였다. 

2.2.1 내압이 가해지는 경우 
내압은 유한요소 모델의 내면에 분포력으로 가

하였다. 곡관 끝단의 닫힘을 고려하여, 내압에 의
한 축방향 응력을 곡관 끝단에 가하였다. 탄성-완
전 소성 유한요소 해석시 수반되는 수렴문제를 해
결하기 위해서, ABAQUS 의 RIKS 옵션을 사용하
였다.  
내압이 가해지는 경우, 소변형 한계 해석을 수

행하였다. 내압의 경우 소변형 가정을 하여 얻는 
해석 결과와 대변형 효과를 고려하여 얻는 해석 
결과의 차이는 미미하다. 

2.2.2 면외 굽힘하중이 가해지는 경우 
면외 굽힘하중이 가해지는 경우, 곡관의 끝단

의 절점을 ABAQUS 의 MPC(multi-point constraint)
를 이용하여 구속시키고 충분한 회전을 통해 굽힘
하중을 가하였다. ABAQUS 에서 일반적으로 MPC
으로 관의 끝단의 모든 절점을 구속시키고, 중심 
점을 기준으로 충분히 큰 회전 변위를 가하고 굽
힘하중을 측정한다. 
면외 굽힘하중이 가해지는 경우, 소변형 가정

과 대변형 효과를 고려한 해석을 수행하였다. 굽
힘하중이 가해질 때, 이러한 설정에 따라서 소성 
하중의 차이가 나타났다. 

2.2.3 복합하중이 가해지는 경우 
내압과 면외 굽힘하중의 복합하중이 가해지는 

경우, 대변형 해석을 수행하였다. 

2.2.4 소성 하중(Plastic Load)의 정의 
Fig.3 에서 곡관의 유한요소 해석 결과를 모멘

트-회전 변위 곡선으로 나타냈다. 곡관의 굽힘하
중 M0 은 직관의 한계 굽힘하중인 Mo

S 으로 무차
원화하였다. 
재료는 탄성-완전 소성이라 가정하고, 소변형 

가정을 통해 해석하였을 때, 회전 변위가 증가함
에 따라 굽힘하중은 수렴한다. 수렴하는 값을 한
계하중(Limit Load)이라 지칭한다. 
대변형 효과를 고려하면 탄성-완전 소성으로 

가정하더라도 변위-모멘트 곡선이 수렴하지 않는 
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Fig. 3 Typical moment-rotation response from FE limit 

analyses. 
 
다. 따라서, 한계하중을 나타낼 수 없고 2 배 탄성 
구배법(Twice-elastic-slope method)을 이용하여 TES 
소성 하중(TES plastic load)을 결정한다. 불안정 하
중(instability load)는 변위-하중 선도에서 최대 하중
을 의미한다. 면외 굽힘하중이 곡관에 작용하는 
경우에 TES 소성 하중과 불안정 하중은 거의 일
치한다. 하지만, 내압과 면외 굽힘하중의 복합하중
이 작용하는 경우에는 TES 소성 하중보다 불안정 
하중이 다소 높게 나타난다. 이 논문에서는 TES 
소성 하중만을 언급하겠다. 

3. 소성 하중 

3.1 내압이 가해지는 경우 
직관이 부착되지 않은 곡관의 한계 압력식을 

Goodall(3)은 다음과 같이 제시하였다. von Mises 소
성 기준을 사용하면 다음과 같다. 

 

( )

( )

2 1
1 23

1    
1 2

o o

s
o

t r RP
r r R

r RP
r R

σ
⎡ ⎤−⎛ ⎞= ⎢ ⎥⎜ ⎟ −⎝ ⎠ ⎣ ⎦

⎡ ⎤−
= ⎢ ⎥−⎣ ⎦

  (2) 

 
여기서, Po

S 은 직관의 한계 압력이다. 직관이 접합
되지 않는 곡관에 대해서 위의 식과 유한요소 한
계해석 결과는 잘 일치한다(9).  

직관이 곡관에 접합된 경우에 있어서, r/t=20 이

고 λ>~0.2, r/t=15 이고 λ>~0.3, r/t=10 이고 λ>~0.5
인 경우에 유한요소 결과와 식(2)은 잘 일치하나, 
그 이외의 범위에서는 잘 일치하지 않는다(9). r/t 와 

λ가 감소함에 따라서 차이가 증가한다. 이는 곡관  

 
Fig. 4 FE limit loads under internal pressure 

 

에 접합된 직관이 한계 압력에 큰 영향을 미치기 

때문이다(7). 
Fig. 4 에서 직관이 접합된 곡관의 무차원화된 

한계 압력인 Po /Po
S 으로 유한요소 한계해석 결과

를 5≤r/t≤50과 0.1≤λ≤0.5의 범위에서 나타내었다.  

3.2 면외 굽힘하중이 가해지는 경우 
곡관에 면외 굽힘하중이 가해지는 경우의 소성 

하중을 유한요소 해석을 통해서 측정하였다. 소변
형과 대변형 조건에서 각각 수행하였다. 

3.2.1 소변형 가정을 한 경우 
Fig. 5는 소변형 가정을 한 경우의 유한요소 한

계해석 결과를 나타낸다. 한계하중은 직관의 한계
하중(Mo

S)으로 무차원화하였다. 무차원 한계하중
(Mo

S/Mo)은 r/t 가 증가함에 따라 감소하고, λ 에 따
라 선형적으로 증가한다. 이러한 경향을 바탕으로 
다음 보간식을 제안한다. 

 
0

0
S

M A B
M

λ= +     (3) 

 
0.492exp( ( / ) /15.52) 0.628

0.464exp( ( / ) /16.31) 0.280
A r t
B r t

= − − +
= − +

 

 
Fig. 5에서 식(3)과 유한요소 결과가 3% 이내에

서 잘 일치함을 볼 수 있다. 

3.2.2 대변형 효과를 고려한 경우 
Fig. 6 은 대변형 효과를 고려한 유한요소 해석 

결과를 나타낸다. TES 소성하중은 직관의 한계 하
중(Mo

S)으로 무차원화하였다. 무차원 소성하중
(Mo

S/Mo)은 r/t 가 증가함에 따라 감소하고, λ 에 따
라 선형적으로 증가한다. 이러한 경향을 바탕으로 
다음 보간식을 제안한다. 
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Fig. 5 Comparisons of the FE limit loads using the 

small geometry change (geometrically linear) 
option with the proposed closed-form solution, 
Eq. (3). 

 

 
Fig. 6 Comparisons of the FE TES plastic loads using 

the large geometry change (geometrically non-
linear) option with the proposed closed-form 
solution, Eq. (4). 

 
0

0
S

M A B
M

λ= +     (4) 

 
0.535exp( ( / ) /13.80) 0.648

0.568exp( ( / ) /16.54) 0.191
A r t
B r t

= − − +
= − +

 

 
Fig. 6에서 식(4)와 유한요소 결과가 3% 이내에

서 잘 일치함을 볼 수 있다. 
Fig. 6 의 대변형 해석 결과(TES 소성하중)는 

Fig. 5의 소변형 해석 결과(한계하중)보다 다소 낮

다. Fig. 3의 굽힘각-모멘트 선도에서 볼 수 있듯이, 
대변형 해석에서는 기하학적 변형을 고려하므로 
이러한 차이가 나타난다. r/t 가 증가함에 따라, 이
러한 차이가 증가한다. 

3.3 복합하중이 가해지는 경우 
내압과 면외 굽힘하중의 복합하중이 가해지는 

경우에, 대변형 유한요소 해석을 수행하였다. 이를 
통하여 TES 소성하중을 결정하였다. 

Fig. 7은 유한요소 해석 결과를 보여준다. 내압
(P)은 곡관의 유한요소 한계 압력(P0

FE)로 무차원
화하여 가로축에 나타내었다. 각 내압에 따른 소
성 굽힘하중(ML)은 내압이 가해지지 않은 상태의 
소성 굽힘하중(M0)으로 무차원화하여 세로축에 나
타내었다. 

Fig. 7 (a), (b)는 r/t=5, 10인 경우이다. λ에 따른 
소성하중에 변화는 미미하다. 그리고 내압이 증가
함에 따라 소성 굽힘하중은 약간 증가하고 이후 
차차 감소한다. 

Fig. 7 (c), (d), (e)는 r/t=20, 30, 50인 경우이다. λ
에 따른 소성하중에 변화가 현저하게 나타난다. 
그리고 내압이 증가함에 따라 소성 굽힘하중은 크
게 증가하고 이후 급격하게 감소한다. 이는 내압
이 곡관 단면의 ovalization 을 방지하여, 곡관의 강
성을 증가시키고 소성 굽힘하중을 증가시킨다. 이
는 내압과 면내 굽힘하중의 복합하중이 곡관에 가
해지는 경우에도 비슷한 경향을 보인다(8). 

Fig. 8 은 특정한 곡관 형상(r/t, λ)에서 최대 소
성 굽힘하중이 나타나게 하는 내압을 나타낸다. 
r/t=5~10 인 경우와 r/t=20~50 인 경우의 경향은 다
소 다르게 나타난다. λ 가 증가함에 따라서 최대 
소성 굽힘하중이 나타나게 하는 내압은 감소한다. 

 

4. 결 론 

본 논문에서 내압과 면외 굽힘하중이 작용하는 
곡관의 소성 하중 해석을 수행하였다. 대변형 효
과를 고려한 3차 유한요소 해석을 수행하였고, 탄
성-완전 소성 재료를 사용하였다. 실제 사용되는 
곡관에는 직관이 부착되어 있으므로 충분히 긴 직
관이 접합된 곡관을 고려하였다. 
내압이 가해지는 경우의 한계 하중을 Fig. 4 에 

나타냈다. 면외 굽힘하중이 가해지는 경우에 대해
서 소변형과 대변형 해석을 수행하였다. 무차원 
소성하중은 r/t가 증가함에 따라 감소하고, λ에 따
라 선형적으로 증가한다. 소변형 해석 결과는 Fig. 
5 에 나타내었고 한계하중식(3)을 제안하였다. 그
리고, 대변형 해석 결과는 Fig. 6에 나타내었고 소
성하중식(4)을 제안하였다. 
내압과 면외 굽힘하중의 복합하중이 곡관에 가

해지는 경우에 있어서, 대변형 유한요소 해석을 
수행하였다. 이를 통해서 TES 소성하중을 결정하 
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(a) 

(b) 

(c) 
 

(d) 

(e) 
Fig. 7 FE TES plastic loads under combined internal 

pressure and out-of-plane bending. 

 
Fig. 8 P/P0

FE to maximize ML/M0 under combined 
internal pressure and out-of-plane bending. 
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고, 유한요소 해석 결과를 Fig. 7 에 나타내었다. 
내압이 증가함에 따라 소성 굽힘하중은 크게 증가
하고 이후 급격하게 감소한다. 이는 내압이 곡관 
단면의 ovalization 을 방지하여, 곡관의 강성을 증
가시키고 소성 굽힘하중을 증가시킨다. 이러한 소
성 굽힘하중의 상승은 r/t 가 증가함에 따라서 뚜
렷하게 커진다. 
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