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Abstract 

This paper provides plastic limit loads of pipes with constant-depth, circumferential part-through surface 
cracks under combined pressure and bending. A key issue is to postulate discontinuous hoop stress 
distributions in the net-section. Validity of the proposed limit load solutions is checked against the results 
from three-dimensional (3-D) finite element (FE) limit analyses using elastic-perfectly plastic material 
behavior. 

1. 서 론 

복합하중(인장과 굽힘의 복합하중 혹은 내압과 
굽힘의 복합하중)을 받는 원주방향 표면균열 배관 
(circumferential part-through surface cracked pipe)에 대
한 소성 한계하중 해석은 배관의 결함 평가에서 
매우 중요하다.[1] 소성 한계하중해는 소성붕괴하
중이나 구조물이 견딜수 있느 최대 하중을 예측하
기 위해 직접적으로 사용될 수 있다. 또한 소성 
한계하중은 참조응력법(reference stress approach)에
서 J 혹은 C*와 같은 비선형 파괴역학 매개변수
들을 예측하기 위해서도 사용될 수 있다.[2-4] 일
반적인 한계하중 해석은 실단면의 응력평형에 기
초하여 수행되어지며, 이러한 한계하중 해석에 의
한 한계하중은 하한계 값이 된다. 인장과 굽힘의 
복합하중을 받는 원주방향 표면균열에 대한 한계

하중해는 잘 알려져 있다.[1,5-7] 하지만 내압과 굽
힘의 복합하중에 대한 한계하중은 일반적으로 인
장과 굽힘의 복함하중에 대한 한계하중으로부터 
구해진다. 이러한 방법에서는 내압과 인장이 동등
하다는 가정을 적용한 것이다. 그러한 가정은 내
압에 의한 원주방향 응력의 영향을 정확히 고려할 
수 없으므로 주의해야만 한다. 본 논문에서는 위
와 같은 가정에 의한 한계하중은 비보수적일 수 
있음을 보일 것이다. 
본 논문의 목적은 내압과 굽힘의 복합하중을 받

는 원주방향 표면균열 배관에 대한 이론적인 소성 
한계하중해를 제시하는 것이다. 비록 본 논문에서
는 내압과 굽힘하중이 동시에 작용하는 경우만을 
고려하였지만, 이러한 방법은 내압, 인장, 굽힘하
중이 동시에 작용하는 경우에도 쉽게 적용될 수 
있다. 제시된 이론적 한계하중해는 3 차원 탄성-완
전소성 재료 거동을 적용한 유한요소 한계해석의 
결과와 비교하여 타당함을 입증할 것이다. 

2. 인장과 굽힘하중에 대한 한계하중해 

본 논문에서 고려한 결함과 하중의 형상은 Fig. 
1 과 같다. 결함은 배관 내부에 깊이가 일정한 원
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주방향 표면균열이 존재하는 경우를 고려하였으며, 
3 가지의 다른 하중(인장, 내압, 굽힘)을 적용하였
다. 배관의 평균 반경과 두께는 각각 r 과 t 로 나
타내었다. 균일한 결함 깊이를 갖는 원주방향 표
면균열은 Fig. 1 에서와 같이 상대적인 결함 깊이
(a/t)와 원주방향 결함 길이(θ/π)로 나타내어질 수 
있다. 여기서 θ/π=1 은 균열이 원주방향으로 완전
히 발생한 경우를 나타내는 것이다. 
인장과 굽힘의 복합하중이 작용하는 원주방향 
표면균열에 대한 한계하중은 Fig. 2 와 같은 응력
평형장으로부터 다음과 같이 구해질 수 있다.[1,5-
7] 
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식 (1)에서 무차원화된 하중은 다음과 같다. 
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여기서 σ0는 탄성-완전소성 재료 거동의 한계응
력을 나타내는 것이며, M0와 N0는 각각 결함이 없
는 배관의 굽힘과 인장하중에 대한 한계하중을 나
타내는 것이다. 또한 Fig. 2 의 β는 중립중의 위치
를 나타내는 매개변수이다. Fig. 2 와 같이 가정된 
응력장에서, 중립축의 위 부분은 인장응력(σ0)이 
작용하며 아래 부분은 압축응력(-σ0)이 작용하게 
된다. 이러한 응력장에 대한 힘과 모멘트 평형 조
건으로부터 식 (1)과 같은 관계식은 유도된다. 식 
(1)은 Fig. 2 (a)와 같이 모든 균열이 중립축 위에 
존재하는 경우에 대한 식이며, 다음과 같은 관계
식을 만족해야 한다. 

  θ π β≤ −     (3) 
Fig. 3 의 실선은 두 가지의 다른 균열길이

(θ/π=0.3, 0.5)에 대한 식 (1)의 결과이다. 유한요소 
한계하중의 결과와의 비교는 뒤에서 다시 언급할 
것이다. Fig. 3 에서 고려된 모든 경우는 식 (3)을 
만족한다. 
식 (3)을 만족하지 않는 경우, 즉 균열의 일부가 

Fig. 2 (b)와 같이 중립축 아래에 존재하는 식 (4)와 
같은 경우의 한계하중해는 다음과 같이 구해질 수 
있다.[1,5-7] 

  θ π β≥ −     (4) 
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식 (5)에서는 압축응력에 의한 균열 닫힘 현상
은 고려하지 않은 것이다. 

  
Fig. 1 Pipe with constant-depth, circumferential part-

through surface crack, subject to internal 
pressure P, axial tension N and global bending M. 

 

 
 (a)      (b) 

Fig. 2 Assumed net-section axial stress distribution (a) 
for the case when a whole part of the crack is 

above the neutral axis, and (b) for the case when 
a part of the crack is below the neutral axis. 

 

(a) 

(b) 
Fig. 3 Yield loci for constant-depth, circumferential 

part-through surface cracks under combined 
tension and bending and comparison with FE 

results. 
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3. 내압과 굽힘하중에 대한 한계하중해 

3.1 하한계 한계하중해 
내압과 굽힘의 복합하중이 작용하는 경우에 대
하여 한계하중을 구하는 절차는 내압에 의한 원주
방향 응력의 영향을 고려한다는 점을 제외하고는 
전 장과 동일하다. 내압에 의해 발생하는 원주방
향 응력은 다음과 같이 고려될 수 있다. 

 
( )
P r
t aθσ
⋅

=
−

     (6) 

식 (6)과 같은 원주방향 응력은 실단면의 모든 
위치에서 동일한 것으로 가정할 수 있다. 식 (6)은 
다음과 같이 무차원화되어 나타내어질 수 있다. 
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이러한 원주방향 응력을 Von Mises 항복조건에 
적용함으로서, 무차원화된 축방향 응력은 다음과 
같이 구해질 수 있다. 
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식 (8)과 식 (9)는 각각 중립축 위와 아래에서의 
축방향 응력을 나타낸 것이며, 실단면에서의 응력 
분포는 Fig. 4 (a)와 같다. 이와 같은 응력장은 평형
조건(equilibrium condition)을 만족한다. 식 (8), (9)의 
축방향 응력 조건을 힘과 모멘트의 평형조건에 적
용함으로서, 다음과 같은 한계하중해를 구할 수 
있다. 

 
(a) 

 
(b) 

Fig. 4 Assumed net-section hoop and axial stress 
distributions for the case when a whole part of 
the crack is above the neutral axis; (a) constant 
hoop stress and (b) discontinuous hoop stresses 

in the net-section. 
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식 (10)에서 무차원화된 내압 p는 다음과 같다. 
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원주방향 응력이 없는 경우에, 식 (10)은 식 (1)
과 동일해진다. 균열길이 θ/π=0.3, 0.5인 경우에 대
한 식 (10)의 한계하중 결과는 Fig. 5의 점선과 같
다. 임의의 균열 깊이에 대한 한계하중은 다음과 
같은 내압의 한계하중으로 제한되며, 식 (13) 보다 
큰 값을 갖을 수 없다. 

  1
o

P ap
P t

= = −   (13) 

이것은 식 (10)이 축방향 응력에 의한 실단면 
항복조건이기 때문이다. 
원주방향 응력은 균열의 깊이가 깊어짐에 따라 
증가하게 되며, 원주방향 응력이 항복응력과 같아
지는 경우(식 (12)의 조건)에 실단면의 파단은 원
주방향 응력에 의해서만 발생하게 되는 것이다. 
식 (10)은 모든 균열이 중립축의 위에 존재하는 
경우(θ≤π-β)에 해당한다. 만일 균열이 중립축의 
아래에도 존재하는 경우(θ≥π-β)에는 균열 닫힘 
현상을 고려하지 않은 힘과 모멘트의 평형 조건에 
의해 다음과 같이 정리된다. 
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만일 원주방향 응력이 존재하지 않는다면, 식 
(14)는 식 (5)와 일치하게 된다. 

 

3.2 근사 한계하중해 
식 (10), (14)는 응력장의 평형조건에 기초하여 
유도되었기 때문에, 하한계 한계하중에 해당한다. 
여기서의 핵심 사항은 식 (6)과 같은 원주방향 응
력이 실단면에 균일하게 분포한다는 것이다. 이러
한 하한계 한계하중은 매우 보수적인 값을 갖으며, 
이에 대한 고찰은 뒤에서 다시 언급할 것이다.  
본 연구에서는 보수적인 하한계 한계하중의 보
수성을 줄이기 위해 다음과 같은 근사 한계하중 
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조건을 고려하였다. 균열 부위의 원주방향 응력은 
균열의 존재에 의해 감소하게 된다. 하지만 균열
이 존재하지 않는 부위의 원주방향 응력은 결함이 
없는 배관의 원주방향 응력과 동일하다. 

 
( )1

o

P rS
t aθ σ
⋅

=
−

   (15) 

 2 3
o

P rS Sθ θ σ
⋅

= =    (16) 

식 (15), (16)은 각각 균열 부위와 균열이 존재하
지 않는 부위의 원주방향 응력을 나타낸 것이다. 
이러한 원주방향 응력의 가정에 의해, Fig. 4 (b)에 
나타낸 각 영역의 축방향 응력은 다음과 같이 구
해질 수 있다. 
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(a) 

(b) 
Fig. 5 Yield loci for constant-depth, circumferential 

part-through surface cracks under combined 
pressure and bending and comparison with FE 

results. 

이러한 응력 조건을 힘과 모멘트의 평형 조건에 
적용한 결과는 다음과 같다. 
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원주방향 응력이 모두 존재하지 않는 경우(Sθ1= 
Sθ2=0)에, 식 (20)은 다시 식 (1)과 일치하게 된다. 
또한 Sθ1=Sθ2=Pr/σ0(t-a)인 경우에는 식 (20)은 식 
(10)과 동일해지게 된다. 여기서 주목할 사항은 위
와 같은 응력장의 가정은 원주방향 응력의 불연속
으로 인해 실단면의 모든 위치에서 평형 조건을 
만족시키지는 않는 근사 조건이라는 것이다. 
θ/π=0.3, 0.5 에 대한 식 (20)의 결과는 Fig. 5 의 실
선과 같다. Fig. 5로부터 식 (20)에 의한 근사 해가 
식 (10)에 의한 하한계 해보다 항상 크다는 것을 
알 수 있다. 식 (20)은 모든 균열이 중립축의 위에 
존재하는 경우(θ≤π-β)에 해당한다. 만일 균열이 
중립축의 아래에도 존재하는 경우(θ≥π-β)에는 다
음과 같이 정리될 수 있다. 
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4. 유한요소해석 결과와의 비교 

4.1 유한요소 한계해석 
복합하중을 받는 원주방향 표면균열 배관에 대
해 유도된 한계하중 식의 타당성을 검증하기 위해, 
탄성-완전소성의 재료 거동을 적용한 3 차원 유한
요소해석을 수행하였다. 해석은 ABAQUS[8]을 사
용하였으며, 소변형의 옵션을 적용하였다. 해석에 
사용된 요소는 C3D20R 이며, 완전소성해석은 
RIKS 옵션을 적용하여 수행되었다. 
본 연구의 유한요소 한계하중 해석에서의 한가
지 중요한 사항은 균열의 모델링이다. 배관의 축
방향으로 0 의 길이를 갖는 원주방향 균열의 형상
은 참고문헌 [9]에서와 같이 잘 정립될 수 있다. 
하지만 본 연구에서 고려하는 한계하중은 하한계 
한계하중이며, 이러한 균열 모델에 의한 유한요소 
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한계하중 값보다 항상 작게 된다. 이러한 하한계 
한계하중은 Fig. 6 에서와 같이 원주방향 형상은 
동일하면서 축방향으로 충분히 긴 노치형상을 갖
는 유한요소 모델로부터 근사적으로 구해질 수 있
다. 따라서 본 연구에서는 이론적으로 유도된 하
한계 한계하중 식의 타당성을 검증하기 위해 Fig. 
6 (b)와 같은 축방향으로 충분히긴 긴 노치 형상을 
갖는 유한요소 모델을 적용하였다. 이러한 유한요
소 모델의 타당성을 검증하기 위해, 본 연구에서
는 하한계 한계하중해가 알려져 있는 단순한 모델
에 적용하여 결과를 비교하였다. 
인장하중만이 작용하는 경우의 하한계 한계하중

해는 다음과 같다.[1,5] 

( )

1 sin2sin
21

2
L L

o o

a a
N N t t
N rt

θθ

π σ π

− ⎛ ⎞+ ⎜ ⎟
⎝ ⎠= = −  (22) 

또한 굽힘하중만이 작용하는 경우의 하한계 한
계하중해는 다음과 같다.[1,5] 

( )2
1cos sin

2 24o o

M M a a
M t tr t

θ θ
σ

⎛ ⎞= = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (23) 

본 연구에서는 두가지 θ/π(=0.3, 0.5)와 r/t(=10, 
20)의 유한요소모델에 대하여 인장하중 및 굽힘하
중을 가하여 한계하중을 구하였으며, 알려져 있는 
해와 비교하였다. Fig. 7 (a)와 (b)는 각각 인장과 굽
힘하중에 대한 유한요소 한계하중 결과를 하한계 
한계하중해와 비교하여 나타낸 것이며, 모든 경우
에서 노치형상을 갖는 유한요소 모델의 결과는 이
론식과 잘 일치하였다.  

Fig. 3은 Fig. 7에서와 동일한 모델에 인장과 굽
힘하중을 동시에 받는 경우에 대한 유한요소 한계
하중 결과를 이론식과 비교한 것으로서, 이 경우
에도 잘 일치함을 알 수 있다. 

(a) 

(b) 
Fig. 6 Schematic illustrations for a constant-depth 

(rectangular) notch 

(a) 

(b) 
Fig. 7 Comparison of analytical limit loads for 

constant-depth, circumferential part-through 
surface cracks with FE results: (a) under tension 

and (b) under bending. 
 

4.2 한계해석 결과와 이론식의 비교 
Fig. 5 는 내압과 굽힘의 복합하중이 작용하는 
원주방향 표면균열 배관에 대한 유한요소 한계해
석 결과를 유도된 이론식과 비교하여 나타낸 것이
다. 본 연구에서는 두가지의 θ/π(=0.3, 0.5)와 두가
지의 r/t(=10, 20) 그리고 4 가지의 a/t(=0, 0.3, 0.5, 
0.7)를 고려하였다. Fig. 5 로부터 유한요소 한계해
석의 결과는 식 (20)과 매우 잘 일치함을 알 수 
있다. 하지만 하한계 한계하중인 식 (10)은 매우 
보수적임을 알 수 있다.  
본 연구에서 주목할 만한 또 한가지의 사항은 
내압과 굽힘의 복합하중이 작용하는 경우에 일반
적으로 적용되는 한계하중해와의 비교이다. 일반
적으로 적용되는 한계하중의 해는 내압을 인장하
중과 동일하게 적용하는 방법에 의해 다음과 같이 
구해질 수 있다.[1,5,7] 

1sin sin
2

1 ( )  for  0 1
2

am
t

a ap p
t t

β θ

β π θ

⎛ ⎞= − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎡ ⎤ ⎛ ⎞= − − ≤ ≤ −⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠

 (24) 
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 (a) 

 (b) 
Fig. 8 Yield loci for constant-depth, circumferential 

part-through surface cracks under combined 
pressure and bending, derived using the 
equivalence of pressure and tension, and 

comparison with the proposed solutions and FE 
results. 

Fig. 8 의 점선은 식 (24)를 나타낸 것이고, 실선
은 본 연구에서 유도된 식 (20)을 나타낸 것이다. 
Fig. 8로부터 식 (24)는 굽힘응력이 상대적으로 큰 
경우에는 유한요소 해석결과와 어느정도 잘 일치
하나, 내압에 의한 응력이 상대적으로 큰 경우에
는 유한요소 해석의 결과보다 더 큰 값을 예측함
을 알 수 있다. 이러한 비보수적인 예측은 균열의 
깊이가 얇은 경우에 더 커지는 것을 알 수 있다. 
따라서 내압을 인장하중과 동일하게 적용하는 방
법에 의한 한계하중의 예측은 일부 비보수적일 수 
있으므로 적용에 주의해야 한다. 

5. 결 론 

본 연구에서는 원주방향 표면균열 배관에 작용
하는 내압과 굽힘의 복합하중에 대한 이론적인 한
계하중해를 실단면의 원주방향 응력을 고려하는 
방법에 의해 두가지로 제시하였다. 하나는 원주방
향 응력이 실단면에 균일하게 분포한다는 가정을 

적용한 것이고, 다른 하나는 원주방향 응력이 불
연속적으로 존재한다는 가정에 따른 것이다. 제시
된 한계하중해의 타당성을 검증하기 위하여, 탄
성-완전소성의 재료 거동을 적용한 3 차원 유한요
소 해석을 수행하였다. 
본 연구의 결과로부터 균일한 원주방향 응력의 
적용에 따른 결과는 유한요소 해석의 결과보다 매
우 보수적이었으나, 불연속적인 원주방향 응력 가
정에 의한 결과는 해석과 매우 잘 일치하였다. 또
하나의 중요한 사항은 내압을 인장하중과 동일하
게 적용하는 방법에 의한 한계하중의 예측은 일부 
비보수적일 수 있다는 것이다. 이러한 비보수적인 
예측은 내압에 의한 원주방향 응력을 고려하지 않
았기 때문에 발생한 것이다. 
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