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Abstract 

Most frame structures cannot be manufactured in a single-piece form. Ideally, when a structure is built up by 
assembling multi pieces, assembly at the joints should be rigidly performed enough to have almost full stiffness, which 
is difficult for practical reasons such as manufacturing cost and time. In this research, we aim to develop a 
manufacturability-oriented compliance-minimizing topology optimization using a ground beam model incorporating 
additional zero-length elastic joint elements. In the present formulation, design variables control the stiffness of zero-
length elastic joints, not the stiffness of beams. Because joint stiffness values at the converged state can be utilized to 
select candidate assembly locations and their strengths, the technique is extremely useful to design multi-piece frame 
structures. An optimal layout is also extracted based on the stiffness values. 

1. 서 론 
  위상 최적화 기법에 의해 설계된 구조물은 

제작가능성(manufacturability)의 측면에서 아직 

많은 한계를 나타내고 있다. 기존의 위상 최적화 

방법을 통해서 제작가능성을 고려하기에는 연속체 
기반 방법(1)의 체커보드, 국부최소점, 요소망 

의존성 등과 같은 수치적 불안정성(2)에 의한 

어려움을 논외로 하더라도 많은 문제를 안고 

있는데 대표적인 것이 조립성(assemblage)에 대한 

고려이다.  

조립 단계는 전체 생산 비용의 50%를 넘을 

만큼 비용의 측면에서 큰 비중을 차지하고 제품의 

성능과 품질에도 중요한 영향을 미친다. 따라서 

구조물의 설계 단계에서 미리 조립 방법을 

고려하는 것이 생산 비용을 낮추고 최종 생산물의 

성능이나 품질을 향상시키는데 도움을 준다. 

그러나 기존 방법에 의해서는 조인트에서 

부재들의 조립성을 판단하기 어려운데, 이는 

조인트 강성 평가 방법의 문제점으로부터 

야기된다. 일반적인 위상 최적화 방법은 

조인트에서 변형 에너지가 발생하지 않는다는 

이상적인 상황을 가정, 모든 조인트들이 

무한강성을 지닌다고 설정하고 조인트 효과를 

무시하므로 부재들의 조립성을 판단하기 

어렵다.  따라서 기존 방법들에 의해서 최적화된 

구조물을 제작하기 위해서는 조인트 효과를 

최소화하기 위해서 구조물 전체를 하나의 부재로 

제작하는 것이 바람직하다. 그러나 이는 

실질적으로 극히 단순한 형태의 구조물을 

제외하고는 거의 불가능하다. 또한 조인트에서 

부재들이 용접이나 볼트를 이용한 결합을 한다는 

것을 고려하여 최적화 문제를 재 공식화 한다면 

최적화된 구조물의 위상은 바뀔 가능성이 크다. 

   본 연구의 목적은 조인트에서 부재들간의 

조립성(assemblage)을 고려한 위상 설계기법을 

개발하는데 있다. 이를 위하여 조인트가 무한 

강성을 지닌다는 기존 최적화법의 가정에서 

탈피하여 조인트를 최적화의 변수로 설정한다 

(이를 조인트 변수법이라 일컫도록 한다.) 

최적화된 결과에서 조인트들의 강성을 평가하여 

구조물의 위상을 얻는 동시에 용접 등의 

결합부위를 정함으로써 구조물을 제작함에 있어서 

부재들간의 최적의 결합 방법을 찾고자 한다.  

 본 연구에서는 조인트 강성을 최적화의  
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Fig. 1 The joint spring element to consider joint 

stiffness effect 
 

변수로 설정하기 용이한 그라운드 구조체 기반 

최적화법을 사용한다.(3)  

 

2. 조인트 변수법 

2.1 조인트 요소의 도입 
 
설계영역이 보 요소만으로 구성된 기존의 위상 

최적화 모델에서는 인접한 두 개의 보 요소는 
하나의 절점을 공유하며 보와 보가 연결된 조인트 
부분은 강체와 같은 거동을 한다. 조립을 고려한 
설계를 수행하기 위해서는 조인트의 강성 평가를 
통해서 그 조인트에 연결된 부재들의 결합성(예를 
들어 용접)을 판단할 수 있어야 하는데, 기존의 
모델은 조인트가 강체와 같은 작용을 하기 때문에 
조인트의 강성을 고려할 수 없다. 이러한 
문제점을 해결하기 위하여 Fig. 1 과 같이 두 보 
요소가 만나는 지점에 요소마다 각기 다른 절점을 
갖도록 하고 두 절점을 조인트 스프링 요소를 
이용하여 연결하도록 구성하였다. 각 절점은 
삼차원 보 요소의 경우 6 개의 자유도를 가지며, 
스프링 요소 또한 3 개의 병진 운동에 대한 
강성과 3 개의 회전 운동에 대한 강성을 가지도록 
하였다 (이차원의 경우 2 개의 병진 운동 
자유도와 1 개의 회전 운동 자유도를 지닌다.) 
 

2.2 조인트 요소를 이용한 그라운드 구조체 
모델링 

 
기존의 위상 최적법들에서는 보 요소의 제거 

여부를 결정하기 위해 보의 단면 치수를 설계 
변수로 정의한다. 그러나 제안된 조립을 고려한 
위상 설계기법은 앞서 언급한 조인트 요소를 
도입하여 그라운드 구조체를 구성, 조인트 요소의 
강성값에 따라서 위상을 결정하며 조립성도 
판단하게 된다. Fig. 2 와 같이 그라운드 구조체 
내에서 여러 개의 조인트 스프링 요소가 만나는 
곳에는 매개 절점을 위치시키고, 보 요소의 
절점과 매개 절점 사이를 조인트 스프링 요소를  

 

 
Fig. 2 Proposed joint modeling approach with joint 

spring elements and intermediate nodes 
 

이용하여 연결하도록 하며 조인트 스프링 요소는 
최적화 과정에서 설계 변수로 이용된다. 

요소의 절점과 절점 사이에 스프링 요소를 
도입하여 위상 최적화를 수행하는 방법은 Yoon 
and Kim(4)에 의해 밀도법에 의한 연속체 기반 
위상 최적화에서 발생하는 수치적인 문제를 
해결하기 위해 제안된 바가 있다.  

 
2.3 조인트 강성의 설계 변수로의 정의 

 
보 구조물을 이용한 위상 최적화에서 기존의 

설계 기법은 주로 보 요소의 단면의 직경과 같이 
치수를 나타내는 값을 설계 변수로 정의하였다. 
본 연구에서 제안하는 조립을 고려한 위상 
설계법에서는 조인트 스프링의 강성을 매개 
변수를 이용하여 정의하는데, 이 매개 변수를 
설계 변수로 설정한다. 

조인트 스프링의 강성 특성은 밀도법에서 널리 
사용되는 SIMP 모델(5)과 같은 방법을 이용하여 
정의할 수 있다. 밀도법에서는 요소 e 의 탄성계수 

eE 를 밀도 eγ  ( 0 1eγ< ≤ )와 원 재료의 탄성 

계수 0E 를 이용하여 다음과 같이 정의한다. 
 

( )0
n

e eE E γ=  , 2 8n≤ ≤ (7)      (1) 

 
제안된 방법의 조인트 요소의 스프링 강성 

특성은 밀도법의 그것과 유사하게 이차원 문제의 
경우 식 (2)와 같이 정의하였다. 

 

         ( ) 1

0
nu u

i ik k γ=              (2a) 

( ) 2

0
nv v

i ik k γ=              (2b) 

 ( ) 3

0
n

i ik kθ θ γ=              (2c) 

이고 
0 1iγ< ≤ ,   2 8jn≤ ≤  ( 1,2,3j = ). 

 
식 (2)에서 u

ik , 
v
ik 와 ikθ

는 스프링 i 의 u , v , 

θ  변위 방향의 강성을 각각 의미하는데, 이 

689



   
 

3

방향들은 스프링이 연결되어 있는 보의 축 방향, 
굽힘 방향, 굽힘에 의한 단면의 회전 방향을 
나타낸다. 식 (2)에서 벌칙 지수 1n , 2n , 3n 는 
단면의 특성에 따라서 다르게 정의될 수 있지만 
편의상 같은 값을 쓰기로 한다.  

식 (2)에서 0
uk , 0

vk 와 0kθ
는 조인트 스프링이 

연결되어 있는 보의 축 방향, 굽힘 방향 및 회전 

방향의 강성 값 beam
uk , beam

vk , beamkθ
에 비해 

충분히 큰 값을 지니도록 하며 다음과 같이 

설정하도록 한다. 

 

0 beam
u uk kκ=              (3a) 

0 beam
v vk kκ=              (3b) 

 0 beamk kθ θκ=              (3c) 
이고 

1κ >> . 
 
본 연구에서는 위 식의 κ  값으로서 충분히 큰 

1000κ =  을 사용하였다. 또한 조인트와 연결된 

보가 길이 L, 탄성계수 E, 단면적 A, 굽힘 

관성모멘트 I 의 값을 지닌다면 간단한 계산으로 

아래의 강성 값들을 얻을 수 있다. 

 

beam
u EAk

L
= , beam 3

3v EIk
L

= , beam
EIk
L

θ =   (4) 

 

2.4 최적화 문제 정식화 
 

구조물의 위상은 조인트 스프링의 강성에 따라 

결정된다. 하나의 보 요소는 그 양끝에 조인트 

스프링 요소와 하나씩 결합하게 되는데 최적화 

결과 두 개의 조인트 스프링 중에서 하나라도 

작은 강성값을 지닌 다면 그 요소는 전체 

구조물의 위상을 고려할 때 제외 된다. 본 

연구에서는 보 요소의 제거 기준으로서 조인트 
스프링 강성이 최대값 대비 5% 미만이 될 때로 
설정하였다.  

본 연구에서는 구조물의 강성을 최대화 시키기 
위하여 컴플라이언스를 최적화의 목적함수로서 
설정하였고, 구속조건으로서 구조물의 질량을 
제한하였다. 최적화 문제는 다음과 같이 표현된다. 
 

Minimize mean compliance
NJ

f
∈

=
γ

       (5a) 

( )1 2 0
1

subject to   0
tNB

e e e
e

g m Mγ γ
=

= ⋅ − ≤∑  (5b) 

 

여기에서 γ 는 식 (2)에서와 같이 조인트들의 
강성값을 나타내기 위한 파라미터들의 벡터로서 

설계 변수이다. 또한 em 는 보 요소 e 의 질량, 

0M 는 구조물의 질량의 상한 값이고, NB 와 

NJ 는 각각 그라운드 구조체를 구성하는 보 
요소의 개수와 조인트 스프링의 개수이다. 식 
(5b)의 1eγ 과 2eγ 는 보 요소 e 의 양단에 붙어 

있는 조인트 스프링에 할당된 설계 
파라미터들이다. 보 요소의 양단에 달려 있는 
조인트 스프링 중에서 하나만 약하더라도 그 보 
요소를 구조물의 위상에서 제외시키므로 식 
(5b)의 질량 관계식이 1eγ 과 2eγ 의 곱으로 

구성되어 있음을 주목하자. 
 

3. 조인트 변수법에 의한 위상 최적화 
결과 및 조립강도의 고려 

 
제안된 조인트 변수법의 장점은 기존의 

방법들과는 달리 보 구조물의 조인트 효과를 
고려할 수 있다는 것이다. 조인트 강성을 
최적화함으로써 구조물의 위상을 얻고 동시에 
부재들 간의 최적의 결합 방법, 즉 조립 강도를 
고려할 수 있다. 

 

 
Fig. 3 Simply supported beam structure problem 

 
 

  
(a)                 (b) 

  
(c)                 (d) 

 
Fig. 4 Optimized topologies for various values of t in Eq. 

(4b): (a) 0.35t = , (b) 0.5t = , (c) 1t =  and 
(d) 2t =  
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우선 식 (5b)의 질량 제한조건에 쓰이는 
파라미터 t 의 영향을 이해하기 위하여 Fig. 3 의 
단순지지 구조물의 최적화 문제를 살펴보기로 
한다. 식 (2)의 지수 값들은 모두 5n = 가 
사용되었고 질량 사용은 전체 구조물의 10%로써 
제한되었다. 최적화의 결과는 Fig. 4 에 나타내었다.  
Fig. 4 에서 지수 값이 커질수록 구조물의 
사용되는 질량이 커짐을 알 수 있는데 이는 식 
(5b)에서 사용되는 빔의 질량 계산식이 중간 밀도 
설계 변수들에 의한 빔의 질량을 과대평가하기 
때문이다. 식 (5b)에서 두 개의 설계 변수 1eγ 과 

2eγ 의 값은 1 보다 작기 때문에 이들의 곱은 

1 보다 큰 지수 파라미터 t 에 의하여 더 작아지게 
된다. 따라서 식 (5b)의 질량 평가식은 더 많은 
빔들을 설계 공간에서 사용하게 되는 것이다. 본 
연구에서는 t=0.35 를 사용하였다. 

부재들 간의 최적의 결합 방법은 최종적으로 
구조물의 위상에 포함된 조인트 스프링들의 
강성의 크기를 고려함으로써 결정할 수 있다. 즉, 
조인트 강성의 크기에 따라 조인트 순위를 매긴 
다음 조인트 강성이 낮은 곳은 용접강도를 
상대적으로 약하게 하여도 전체 구조물의 강성에 
큰 영향을 주지 않는다고 판단할 수 있다. 반대로 
최적화된 조인트 강성이 높은 곳은 하나의 부재로 
제작하거나 용접 점의 수를 늘리는 것이 
바람직하다. 

앞의 단순지지 구조물 문제의 경우 최적화된 
결과의 조인트 강성값은 Table 1 과 같다. 표의 
조인트 번호는 Fig. 5 에 표시한 바와 같고, 표의 
맨 오른쪽 칸에는 조인트의 강성 순서대로  JSI 
(Joint Significance Index)를 부여하여 이를 Fig. 6 에 
표시하였다. 조인트들의 JSI 를 고려하여 부재들 
간의 최적의 결합 방법을 표시하면 Fig. 7 과 같고 
각각의 결합 방법에 대한 설명은 다음과 같다. 

 
▪ JSI 1-6: one-piece manufacturing, 
▪ JSI 7-12: class A assembly (highest strength welding or 
bolting is required), 
▪ JSI 13-22: class B assembly (high strength welding or 
bolting is required), 
▪ JSI 23-28: class C assembly (moderate strength 
welding or bolting is permissible). 

 
Fig. 7 을 살펴보면 구조물의 맨 바깥 프레임은 

JSI 가 매우 높게 설정되어 있으며, 따라서 이 
부분은 하나의 부재로 제작되는 것이 구조물의 
강성을 높이는데 유리하다는 것을 알 수 있다. 

 

 
Fig. 5 Optimized topology and joint number 

 

 
Fig. 6 Joint significance index 

 

 
 

Fig. 7 A suggested assembly according to the joint 
significance index (••• : class A assembly, •• : class 
B assembly, and  • : class C assembly) 

Table 1 Optimum joint stiffness and joint significance 
indices 

Joint 
Percentage to 
maximum 

stiffness 

SI 
(significance 

index) 
J1 79.50 3 
J2 79.28 5 
J3 61.95 19 
J4 61.84 20 
J5 63.46 16 
J6 63.30 17 
J7 73.94 9 
J8 73.20 10 
J9 60.58 21 
J10 60.17 22 
J11 53.10 26 
J12 55.83 23 
J13 65.76 13 
J14 65.76 14 
J15 84.20 2 
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J16 85.32 1 
J17 74.16 8 
J18 74.67 7 
J19 63.25 18 
J20 64.55 15 
J21 44.28 27 
J22 44.01 28 
J23 78.07 6 
J24 79.29 4 
J25 54.02 24 
J26 53.82 25 
J27 67.46 11 
J28 66.66 12 
 

4. 수치 예제 

4.1 자동차 서브 프레임 설계 
 
제안된 조인트 변수법을 이용하여 자동차의 

서브 프레임의 최적의 부재 결합 방법에 대하여 
살펴보도록 한다. 이는 위상최적화와 직접적인 
연관성은 없으나 제안한 방법을 효과적으로 
적용할 수 있는 문제로서 Lyu and Saito(6)에 의하여 
최초로 제시되었다.  

Fig. 8 의 서브 프레임은 한 단은 고정되어 있고 
다른 끝단에 1000 NmT = 의 비틀림 모멘트를 
받고 있다. 질량 제한 조건 80%를 부과하고 식 
(5)의 최적화 문제를 수행한 후 조인트 강성 지수 
값들(JSI)을 Table 2 에 나타내었다. Fig. 9 (a)는 
JSI 를 나타낸 그림이며 여기에 기반하여 Fig. 9 
(b)에 최적의 결합 강도를 표시하였다. Fig. 9 (b)의 
결과는 Lyu and Saito(6)의 결과와 정확히는 
일치하지 않는데 이는 Lyu and Saito(6)는 조인트의 
강성을 실험에 기반한 값들로 부여한 반면 본 
연구에서는 식 (2), (3)에 의하여 일괄적으로 
부여했기 때문이다.  

 
 

 
Fig. 8 Layout for an automobile sub-frame assembly 

problem  
 

 
(a) 

 
(b) 

Fig.  9 Optimum assembly of the sub-frame: (a) JSI, 
and (b) assembly strength (••• : class A assembly, 
•• : class B assembly, and  •  : class C assembly) 

Table 2 Optimum joint stiffness and joint significance 
indices of the sub-frame 

Joint Percentage to 
maximum stiffness 

SI (significance 
index) 

J1 80.35% 3 
J2 69.23% 9 
J3 67.58% 12 
J4 70.73% 8 
J5 74.65% 4 
J6 83.71% 2 
J7 53.48% 16 
J8 58.70% 15 
J9 51.88% 18 

J10 68.76% 10 
J11 72.34% 7 
J12 68.76% 6 
J13 73.38% 5 
J14 52.14% 17 
J15 66.11% 13 
J16 64.10% 14 
J17 67.99% 11 
J18 97.49% 1 

 

4.2 커플 굽힘 하중을 받는 구조물 설계 
 

Fig. 10 의 설계 영역을 지니는 문제에 대하여 
조인트 변수법을 적용시키고자 한다. 설계 
영역에는 총 244 개의 보 요소와 488 개의 조인트 
스프링 요소가 사용되며, 질량 구속 조건은 
15%이다. 최적화 결과 얻은 조인트들의 JSI 값을 
고려하여 정한 다양한 부재수에 대한 부재들 간의 
최적 결합 방법은 Fig. 11 에 나타내었다. 구조물의 
비틀림 강성 확보를 위하여 맨 위와 맨 아래 
부재의 조립은 강한 결합이 요구됨을 알 수 있다. 
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Fig. 10 Layout optimization involving multiple cross 

sections for a force couple ( 100 NF =  and 
10% mass usage) 

 

(  
 
Fig. 11 Results for a force couple case in Fig. 18 (••• : 

class A assembly, •• : class B assembly, and  • : 
class C assembly) 

 

5. 결 론 
본 연구에서는 조인트 스프링의 강성을 

최적화의 변수로 설정하는 그라운드 구조체 기반 

조인트 변수법을 제안하였다. 조인트 강성을 

최적화함으로써 구조물의 위상을 얻는 동시에, 

조립을 위한 부재들간의 최적의 결합 방법을 찾을 

수 있었다. 조인트 강성이 낮게 최적화된 곳은 

적은 수의 용접 점을 써서 조립하여도 구조물 

전체의 강성성능에 크게 영향을 끼치지 않는 반면, 

조인트 강성이 높은 곳은 하나의 부재로 

제작하거나 용접 점의 수를 늘리는 것이 구조물의 

강성을 향상시키는데 바람직하다.  
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