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Abstract 

This work is concerned with the topology optimization of three-dimensional cooling fins or heat sinks. 
Motivated by earlier success of the Internal Element Connectivity Method (I-ECP) method in two-
dimensional problems, the extension of I-ECP to three-dimensional problems is carried out. The main efforts 
were made to maintain the numerical trouble-free characteristics of I-ECP for full three-dimensional 
problems; a serious numerical problem appearing in thermal topology optimization is erroneous temperature 
undershooting. The effectiveness of the present implementation was checked through the design optimization 
of three-dimensional fins.  

1. 서 론 

위상 최적설계 기법은 다양한 분야의 최적 설
계 문제에서 활용되고 있다.(1) 본 연구는 그 중에

서도 대표적인 열기기인 냉각핀(방열핀, 히트싱크)
을 설계함으로써 열문제에 있어서 위상최적설계 
기법의 가능성을 살펴보고자 한다.  

 위상최적설계는 설계 영역을 이산화한 유한 
요소로 나누고, 각 요소의 밀도를 설계 변수로 하
여 최적화된 형상을 찾는 기법이다. 설계 영역의 
이산화된 요소의 물성치(강성, 열전도도 등)를 요
소의 설계변수인 밀도에 연속인 함수관계로 가정

하여 최적화를 하게 된다..(1) 

위성최적화 기법의 유용성에도 불구하고, 열전

달에 있어서의 위상최적화 기법에는 중요한 문제

들이 산적해 있다. 대표적으로 물리적으로 일어날 
수가 없는 온도 분포를 갖는 언더슈트(undershoot) 
현상이 발생하며 대류열전달 효과를 적용하기가 
매우 까다롭다.(5) 

언더슈트를 해결하기 위해서 몇가지 방법이 제
안되었다.(3,5) 한가지는 요소연결매개법(ECP)라고 
불리는 요소간의 연결정도를 매개변수화함으로써, 
온도의 밀도 값에 따라 달라지는 요소 사이의 열
대류, 전도현상을 잘 모델링 할 수 있는 방법이

다.(2,3) 지금까지의 연구는 주로 2 차원 문제에 국
한하여 실용적인 문제에 대한 적용이 많지 않았

다.(3,4,5) 본 논문에서는 ECP 를 활용하여 기존에 2
차원 형상의 위상최적설계를 한 단계 끌어올려 3
차원 위상최적설계를 수행하고자 한다.  

 

2. 내부 요소 연결 매개법 

2.1 내부 요소 연결 매개법 
요소 연결 매개법(Element Connectivity 

Parameterization, 이하 ECP)는 외부 요소 연결 매개

법(External ECP, 이하 E-ECP)와 내부 요소 연결 
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매개법(Internal ECP, 이하 I-ECP)로 나뉜다.(2) 기존

의 SIMP(1)법이 요소의 물성치를 밀도에 따라 변
화시킴으로써 구조물의 위상을 표현했다면, ECP
에서는 요소들 간의 연결성(Connectivity)으로 위상

을 표현한다. ECP 는 각 요소를 이산화시켜 독립

적인 절점(node)을 사용한다. 이 독립된 절점들을 
길이가 0 이며, 밀도에 따라 물성치가 바뀌는 스프

링을 이용해서 연결해 준다. 이를 통해 큰 왜곡 
없이 위상을 표현하며, 유한요소해석을 수행 할 
수가 있다. 

Fig. 1 은 2 차원에서 SIMP, E-ECP 와 I-ECP 의 차
이를 설명해 주고 있다. Fig. 1 에서 알 수 있듯이 
ECP 는 이산화 과정에서 전체 시스템의 자유도가 
늘어나게 하며, 그에 따라 풀어야 할 행렬의 크기

도 증가하게 된다. 하지만 I-ECP 의 경우에 있어 
정축약 기법(2)(static condensation)을 활용 하면, ECP
의 장점을 그대로 유지하면서 전통적인 유한요소

해석법과 동일한 자유도의 시스템을 얻을 수 있다. 
이 때문에 E-ECP 대신 I-ECP 를 사용하면 계산비

용을 줄일 수 있다. 정축약 기법에 대해서는 2.3
의 정축약 기법에서 소개하고자 한다. 

 
2.2 열전달 문제로의 적용 
 

I-ECP 를 열문제에 활용하기 위해서는 중요한 3
가지 가정이 있다.(4)  

첫째, 외부 절점과 내부 절점을 연결하는 링크

는 열전도율(thermal conductivity)만을 갖는다. 따라

서 링크에서는 대류에 의한 열전달이 일어나지 않
는다. 

 

  
Fig. 1 Comparison between E-ECP and I-ECP 

 
Fig. 2 Three-dimensional voxel element. 

 

둘째, 설계영역(design domain)으로 유입되는 열
유입(heat flux)는 외부 절점을 통해서만 가능 하다. 
이는 구조문제에서 외력을 외부 절점에만 가해주

는 것과 동일한 논리이다. 

셋째, 대류에 의한 열전달은 내부 요소에서만 
발생한다. 이 가정은 정축약 기법을 적용할 수 있
는 근거가 된다. 

Fig. 2 의 복셀(voxel) 단위의 행렬 방정식은 다음

과 같다.(6)  

e e e e
I I out out

e e e e e
I I ele in in

k k u f
k k k u f

⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫−
=⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥− +⎣ ⎦ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭

 (1) 

 

여기서 아래첨자 out 은 외부절점, in 은 내부 절점

을 의미하며, e
Ik 는 링크의 연결성을 나타내는 행

렬로써 밀도 값에 의해 변화한다.  

Ie
I e nxnk l=   (2) 

nxnI 은 n n× 의 단위행렬이며, el 값은 요소의 밀
도에 따라 보간(interpolation)한다. 보간식은 일반적

인 경우 아래의 식을 사용한다.(2) 

1 (1 )

penal
e

e
penal

e structure
diagonal

l

k

γα βαγ
= +

+ − ×
 (3) 

 

max minl lα= − , minlβ =   (4) 

 

361



   
 

여기서 penal 은 벌칙(penalty) 상수이며, structure
diagonalk

는 ek 의 대각선 성분의 평균이다. 식 (3)의 el 값

이 maxl 에 가까운 요소는 밀도가 1 에, minl 에 가
까운 요소는 밀도가 0 에 가깝다는 것을 의미한

다.(2) 

식 (1)에서 얻은 행렬 방정식을 전개하면 아래

와 같은 결과는 얻는다. 

e e e e e
I out I in outk u k u f− =   (5) 

e e e e e e e
I out I in ele in ink u k u k u f− + + =  (6) 

 

그리고 두 번째 가정에 의해 다음의 두 식을 
얻을 수 있다. 

     0e e e
out outer outer

heat conv
f f f⎛ ⎞

= =⎜ ⎟
⎝ ⎠
∵  (7) 

2     0e e e
in inner inner

conv heat
f f f γ⎛ ⎞

= =⎜ ⎟
⎝ ⎠
∵  (8) 

 

Fig. 3 와 같은 1 차원 예제를 통해 I-ECP 의 거동

을 살펴 보았다. 기존 SIMP 과 비교하기 위해, 동
일한 요소로 풀었으며, I-ECP 의 유용성을 살펴보

기 위해 2γ 부분의 요소를 10 개로 나누어 SIMP
법으로도 풀어보았다. Fig. 4 는 밀도에 따라 변하

는 U2
2 의 결과 값을 도식화한 것이다. 한 개의 요

소를 사용한 SIMP 법의 결과를 보면, 저밀도 부분

에서 대기온도 0 보다 낮은 음의 온도 값을 갖는 
다는 것을 알 수 있다. 물론 저밀도 부분의 요소

를 여러 개의 요소로 잘게 쪼개면 물리적으로 타
당한 결과를 얻을 수 있으나 과도한 수치계산을 
요구하므로 효율적이지 못하다고 할 수 있다.  

Fig. 4 의 결과에서 볼 수 있듯이, I-ECP 를 사용

하면 최소한의 요소로도 언더슈트 현상을 피할 수 
있다. 

 
2.3 정축약 기법 
 

I-ECP 를 그대로 사용하면, 급격한 자유도 증가

로 해를 구하는데 비효율적이다. 이 문제를 해결

하기 위해서 정축약(static condensation) 기법을 활
용한다. 정축약을 하면, 전통적인 유한요소법과 같
은 수의 자유도를 갖는 다음의 축약된 시스템을 

얻는다.(2) 

 
Fig. 3 Two-element model problem. 

 
Fig. 4 The temperature variation of the model in Fig. 3 

 

 
Fig. 5 Static condensation. 

 

( )( )
( )

1

1

e e e e e e
I I I ele I out

e e e e e
I I ele in out

k k k k k u

k k k f f

−

−

− +

= + +
 (9) 

식 (9)에서 알 수 있듯이 I-ECP 를 사용하면 
e
outu

만으로 식을 기술할 수 있다. 식(9)에서 나타

나는 항을 다음과 같이 정리하면,(4) 

( ) 1e e e e e e
voxel I I I ele Ik k k k k k

−
= − +  (10) 

( ) 1e e e e e e
voxel I I ele in outf k k k f f

−
= + +  (11) 

 

다음의 식을 얻는다. 
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 e e e
voxel outer voxelk u f=   (12) 

 

위와 같은 요소 행렬식을 구할 수 있다. 이를 
전체 시스템으로 확장하면, 

{ }
1 1

NE NE
e e
voxel outer voxel

e e

k U f
= =

⎡ ⎤ ⎧ ⎫= ⎨ ⎬⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎩ ⎭
∑ ∑  (13) 

식 (13)를 이용하여 outerU 를 구할 수 있으며, 

식 (6)를 이용하여 추가로 연산하면 e
inu 도 구할 

수가 있다. (4) 

3. 3차원 열전달 문제의 정식화 

3.1 측면대류 효과 모델링 
 

설계 변수의 밀도 변화에 따른 대류효과를 고
려하기 위해 측면 대류 효과는 중심요소를 둘러싸

고 있는 인접요소의 밀도에 의해서 결정된다는 가
정을 하였다. 이는 대류에 의한 열전달이 요소의 
면적에 비례한다는 것에서 출발하였다. 물론 중심

요소의 밀도에 의한 면적을 고려해야 하지만, 이
는 I-ECP 의 링크를 통해 이미 고려되었다고 볼 
수 있다.  

1
( , ) [ ] [ ]

s

NS
e i T
conv e e s

i
k wf h N N dγ γ

= Γ

= Γ∑ ∫∫  (14) 

1
( , ) [ ]

s

NS
e i T

conv e e T
i

f wf h N u dγ γ ∞

= Γ

= Γ∑ ∫  (15) 

2( , ) (1 ) 1pW/μmi i penalty
e e ewf γ γ γ= −  (16) 

식 (16)에서 함수 wf 는 weighting function 을 나

타내며, ,  i
e eγ γ

는 각각 중심요소, i 번째 이웃요소

의 밀도를 의미한다. 3 차원 육면체 요소의 경우 6
개의 이웃한 요소를 갖게 되므로,  NS 는 6 이 된
다. 

4. 3차원 정식화의 검증 

 
본 절에서 3 차원 정식화를 검증하기 위해서 잘 
알려진 2 차원 문제(5)(Fig. 6 참고)를 해석해보았다. 

 
Fig. 6 A two-dimensional test problem with convection 

boundary conditions 
 

 
Fig. 7 Optimal heat dissipating structure for Bi=0.0005 

(filter size = 1.5, mass constraint = 30%) 
 

방열핀의 최적화 문제로, 유입되는 열량에 대한 
구조물의 열 방출을 최대화 하는 문제를 다루었다. 
여기서 사용된 목적함수와 구속조건은 다음과 같
다. 

Tminimize: =F UΠ   (17) 

0
1

subject to: 0
NE

e e
e

v Mγ
=

− ≤∑  (18) 

0,  ,  e ev Mγ 는 각각 요소의 밀도, 부피, 질량의 
상한값을 나타낸다. 최적화 알고리즘은 MMA 기
법을 활용하였으며, 민감도 필터를 사용하였다. 

 최적화된 결과는 Fig. 7 에 나타나 있는데, 기존

의 연구결과(5)와 유사한 결과를 얻을 수 있었다. 

5. 3차원 방열 핀의 위상 최적화 

 
Fig. 8 에서 정의된 3 차원 방열구조 위상최적설

계를 수행해 보았다. 바닥의 짙은색 영역은 
21pW/μm 을 갖는 열원이 놓여 있으며, 나머지 면

은 대류조건을 부가하였다. 
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Fig. 8 3D Model Problem to design an optimal heat 

dissipating plate(unit: mμ ) 

 
Fig. 9 Optimized three dimensional heat dissipating 

structure for Bi=0.0005 (filter size = 1.5, mass 
constraint = 30%) 

 

 
Fig. 10  Layer images of Fig. 10 (1st through 9th layer) 

Fig. 9 에는 3 차원 최적화 형상이 나타나 있으며

맨 아래층부터 차례대로 제 9 층까지의 단면 형상

을 Fig.10 에 표시하였다. 

Fig. 10 의 결과를 보면, 첫 번째 층의 결과는 2
차원 결과와 유사하다는 것을 확인 할 수 있다. 
그리고 두 번째 층은 열원의 영역과 유사한 형상

을 가짐으로써 대류보다는 전도를 우선하였다고 
할 수 있다. 세 번째 층에서부터 열원 영역 안에 
대류를 위한 형상이 나타남을 파악할 수 있다. 

6. 결론 

 
본 논문에서는 지금까지 주로 2 차원 열문제에 

국한하였던 I-ECP 기법을 3 차원으로 확장하여 위
상최적설계를 수행하였다. 그런데 Fig. 9 로 얻어진 
형상은 제작이 어려운 형상이므로, 위상최적설계

시 방열핀의 제작성도 함께 고려할 수 있는 연구

를 수행할 필요가 있다. 이에 대한 후속 연구가 
진행 중에 있다. 

또한 본 연구로 얻은 위상최적설계 형상을 검
증하기 위해서 실제 제작하여 CPU 와 같은 발열

체에 실험을 해야 할 것이다.  
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