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Abstract

Sufficient Conditions are proposed herein for analytically obtaining fully orthotropic (A16=A26=0, 
Bij=0, D16=D26=0) laminate stacking sequences together with a brief literature survey. A number of 
specially chosen anti-symmetric balanced stacking sequences are analytically studied, in which all 
coupling stiffnesses including B16 and B26 are identically zero. Those specially chosen anti-symmetric 
balanced stacking sequences are then arranged symmetrically with respect to the laminate mid-plane to 
obtain a number of symmetric stacking balanced stacking sequences of which the elastic stiffnesses 
are fully orthotropic.

1. 서 론

잘 알려진 바[1]와 같이 복합재료 적층판에서는  
각 층의 적층각을 조절함으로서 물성치를 조절할 

수 있다. 적층각을 변화시킴에 따라 물성치를 조
절할 수 있다는 점은 복합재료의 장점이자 단점

이기도 하다. 본 연구에서는, 반대칭 적층판과 대
칭/균형 적층판의 탄성계수를 완전 직교이방성
(A16=A26=0, Bij=0, D16=D26=0)으로 만들어 주는 
적층순서의 충분조건을 제시하고자 한다.

Extensional Stiffness 중에서 A16와 A26, Coupling 
Stiffness (Bij) 전체, 그리고 Bending Stiffness 중에
서 D16와 D26가 0이 되는 완전 직교이방성(Fully 
Orthotropic) 적층판의 하중-변위 관계식은 일반적
인 적층판보다 상당히 단순하다. 또한, 완전 직교
이방성 적층판에서는 온도변화에 따른 곡률변화

가 없으므로 운용온도가 변화하여도 정확한 형상

유지가 가능하다는 장점을 갖는다.

 

Caprino 등[2]은 [+θt/-θ2t/+θt]Anti-Symm로 적층순

서가 주어진 적층판은 완전 직교이방성의 물성을 

갖는다는 사실을 해석적인 방법으로 입증했다. 
Gunnink[3]은 참고문헌 [2]의 결과를 보다 효과
적으로 얻을 수 있는 방법을 제시하였다. 

Fukunaga[4]는 Aij 뿐 아니라 Dij까지도 등방성 

물성치를 갖게되는 특수한 적층순서를 얻을 수 

있는 방법을 제시하였으며, 그의 방법에 따른 등
방성 적층판의 최소 Layer 수는 40장 이었다.

Vannucci 등[5, 6]은 극좌표계에서 물성치를 구
하는 방법을 활용하여 완전 직교이방성 및 등방

성 물성치를 갖는 적층순서를 시행착오에 의한 

해석적 방법으로 구하였다.
이종원 등[7]은 이항계수 사이의 관계식과 피타
고라스의 직각삼각형 정리를 응용하여 완전 직교

이방성 물성치를 갖는 적층순서를 시행착오 없이 

순수한 해석적 방법으로 얻었다.
Valot 등[8]은 Vannucci 등[5, 6]이 제시한 방법

을 활용하여 Caprino 등[2]이 제시한 결과를 재확
인하고, 해석적 방법과 더불어 시행착오에 의해 
그 적용범위를 확장하였으나 이종원 등[7]이 제시
한 순수한 해석적 방법에는 이르지 못했다. 
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모델링

복합재료 적층판의 중앙면에 대해 적층순서가 

반대칭이면 참고문헌[1]의 252쪽 table 6.11에서와 
같이 다음의 관계식이 항상 성립한다. 































     
     
     
     
     
     






























(1-1)

적층판의 중앙면에 대해 적층순서가 대칭/균형
이면, 다음의 관계식이 항상 성립한다. 
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     
     
     
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    (1-2)

여기서,
 : 적층판 중앙면의 strain 및 curvature,

 : 적층판에 가해지는 하중,   

 
 
 

    (2-1)



±

  


 


±

  

(2-2)

     
   


   ∓

     

      (2-3)

적층판 기준좌표(1, 2)와 lamina 기준 좌표(x, y)
는 Fig. 1과 같이 정의된다.

Figure 1.  Lamiante and Lamina Coordinates

본 연구에서는 식(1-1)에서 B16=B26=0까지 만족
시키는 완전 직교이방성 반대칭 적층판(Fully 

Orthotropic Anti-Symmetric Laminates, 이하 FOAS)
을 구하는 방법[7]의 확장형과 더불어, FOAS를 
응용하여 식(1-2)에서 D16=D26=0인 완전 직교이방
성 대칭/균형 적층판(Fully Orthotropic Symmetric 
Balanced Laminates, 이하 FOS을 구하는 간단한 
이론적 방법을 제시하고자 한다.

2.1 완전 직교이방성 반대칭 적층판(FOAS) 
2.1.1 [+θb/-θa+b/+θa]Anti-Symm.

적층순서가 [+θb/-θa+b/+θa]Anti-Symm.인 경우, 식
(1-1)에서 B16=0이 되려면 다음의 등식이 반드시 
성립해야 한다.

 












































 

(3)

적층순서가 [+θb/-θa+b/+θa]Anti-Symm인 경우에 

식(3)을 만족하려면 a=b라야 한다. 따라서, 적층
순서가 [+θt/-θ2t/+θt]Anti-Symm.이어야 B16=B26=0이
라는 조건이 만족됨을 알 수 있다.

 [+θt/-θ2t/+θt]Anti-Symm로 주어진 적층순서에서, 
적층판 중앙면을 기준으로 좌측만 살펴보면 그 

적층순서는 [+θt/-θ2t/+θt]이다. 이 적층순서에서  
등장하는 정수들은 (a-b)2의 이항계수들과 동일하

다. 직관적으로, (a-b)n에서 n이 짝수일 때의 이항
계수들을 적층단위로 취급하여 반대칭 적층판을 

구성하면 항상 B16=B26=0임을 알 수 있다. 이러한 
적층순서(가칭 Type IA Stacking Sequences) 중에
서 처음 3개를 Table 1에 예시하였다.

Table 1. Type IA Stacking Sequences

 
 

 ․ ․ ․

Table I에서 [+θt/-θ2t/+θt]Anti-Symm.을 구성하는 

각각의 Ply 사이에 임의의 두께와 물성치를 갖는 
직교이방성 심재, C(k)를 추가하면 다음의 적층순

서를 얻는다.






 (4-1)

여기서 C(k)는 직교이방성이므로,






 







  (4-2)

식(4)의 적층순서에서 B16=0이 되려면 다음의 
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등식이 반드시 성립해야 한다.

 








 




 

 




 

 




 

  




  

  




  

   




   

   



(5)

식(4-2)를 식(5)에 대입하면,

 


 




 

 





  

  


 

   

   



(6)

식(6)에서 적분을 수행하면 다음의 등식이 성립
해야 함을 알 수 있다.

   
 

  
  



  
   



   
    



 (7)

t2=t4이면 식(7)은 무조건 성립한다. B26=0이라
는 조건도 마찬가지 방법으로 성립함을 보일 수 

있다. 따라서, 다음과 같은 적층순서는 FOAB의 
모든 조건을 만족한다.







 (8)

여기서, C(k)는 식(4-2)를 만족하는 직교이방성 
심재이다. 그런데  는 식(4-2)를 만족
하므로 그 자체를 직교이방성 심재로 취급해도 

무방하다. 
식(8)에서 

      
 이

고 t1=t2=0이면  
을 얻는다. 이 적층순서는 Table 1에 예시한 Type 
IA 중에서 두 번째에 해당한다. 
식(8)로 주어진 반대칭 적층순서를 그림으로 나
타내면 Figure 2와 같다.

z
  t


 

   t2
  t


 

   t3
  t


 

   t2
  t

Laminate 
Mid-Plane


 

   t1  

Anti-Symmetric x

Figure 2.  Generalization of Type IA

식(8)에서 
      

 이

고 t1=t2=0이면  
을 얻는다. 이 적층순서의 두께를 다섯 배로 증
가시키면  을 

얻는다. 의 부호를 바꾼 후, 이를 다시 식(8)의 

에 대입하면 Table 1에 예시한 Type IA 중에

서  세 번째 적층순서가 얻어진다. 
참고문헌 [2, 3]에서 제시한 적층순서는 본 연
구의 식(8)로부터 얻어질 수 있는 다양한 적층순
서 중의 일부분이다. 

2.1.2 [-θc/+θb/-θa+b-c/+θa]Anti-Symm.

적층순서가 [-θc/+θb/-θa+b-c/+θa]Anti-Symm.인 경

우, 식(1-1)에서 B16=0이 되려면 다음의 등식이 반
드시 성립해야 한다.

 





























(9-1)

식(9-1)에 식(2-2)를 대입하여 다시 정리하면 다
음의 등식이 성립해야 함을 알 수 있다.

          (9-2)
식(9-2)는 피타고라스의 직각삼각형 정리를 만

족시키는 자연수 사이의 관계식이므로, Table 2에 
예시한 반대칭 적층순서(가칭 Type IIA Stacking 
Sequences)에서는 항상 B16=B26=0임을 알 수 있다.

Table 2. Type IIA Stacking Sequences
        

            
      
       
      
      ․ ․ ․

Type IIA 적층순서에서, 임의의 두께와 물성치
를 갖는 직교이방성 심재, C(1)을 적층판 중앙면에  

추가해도 언제나 B16=B26=0임을 확인할 수 있다. 
즉, 다음과 같은 적층순서는 완전 직교이방성 반
대칭 적층판의 조건을 모두 만족한다.




        

    (10)

여기서 C(1)은 직교이방성이므로, 


 .

2.1.3 [+θd/-θc/+θb/-θa+b+d-c/+θa]Anti-Symm.

[+θd/-θc/+θb/-θa+b+d-c/+θa]Anti-Symm.인 경우, 식
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Table 3. Type IIIA Constants

a b c d
 


a+b+d>c

a, b, c, d>0

1
4 1 -1

3
X

2 2 1 O
1 4 2 X

2

6 1 -2

4

X
3 2 1 O
2 3 2 O
1 6 3 X

3

8 1 -3

5

X
4 2 2 O
2 4 3 O
1 8 4 X

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

(1-1)에서 B16=B26=0이 되려면 다음의 등식이 반
드시 성립해야 한다.

 





































(11-1)

이는 층의 수를 증가시키면서 참고문헌 [7]의 
방법을 확장해서 적용한 것이다. 식(1-1)에 식
(2-2)를 대입하여 다시 정리하면 다음의 등식이 
성립해야 함을 알 수 있다.

     (11-2)
식(11-2)의 좌변이 자연수의 합이므로 a2+2bc는 
반드시 제곱수라야 하며, a+b+d>c라는 조건을 
추가로 만족해야 한다. 여기서 a, b, c, d는 모두 
0이 아닌 자연수라야 하며, 그 조합(가칭 Type 
IIIA Constants)은 Table 3과 같다.

Table 3에 의거, FOAB의 모든 조건을 만족하
는 Type IIIA Stacking Sequences 중에서 처음 5개
를 Table 4에 예시하였다.

Table 4. Type IIIA Stacking Sequences

          

           
       
       
       
       
       ․ ․ ․

Table 4에 예시한 5개의 적층순서는, Type IA의 
일반화된 형태인 식(8)의 특수한 경우이다. 식(8)

에       
  을 대입하면, 

Table 4의 첫 번째 적층순서와 동일한 적층순서
가 얻어짐을 알 수 있다. 유사한 방법으로, 식(8)
에 의해 Table 4의 나머지 적층순서가 얻어질 수 
있음을 알 수 있다. 
반대칭 적층판에서 층의 숫자를 계속 늘려나가

면서 식(1-1)에서 B16=B26=0인 적층순서를 구할 
수 있겠으나, 본 연구에서는 Type IIIA 까지만 언
급하기로 하겠다.

2.2 완전 직교이방성 대칭/균형 적층판(FOSB) 
2.2.1 완전 직교이방성 반대칭 적층판의 응용
임의의 적층판에서 Figure 3에서와 같이 적층판 

중앙면으로부터 기준면을 아래쪽으로 d만큼 이동
시켜 보자.

Z ' = d + h/2

Z ' = d     
Z ' = d - h/2

Z ' = 0
x

Figure 3. Parallel Axis Theorem

Parallel Axis Theorem으로부터 Figure 3에 대한 
탄성계수는, 


′ 

′  

′  

(12-1)

적층순서가 식(8)로 주어진 FOAS를 z'=0에 대
해 대칭으로 배열한 후 식(12-1)을 적용하면 다음
의 관계식이 무조건 만족된다.


′ ′ ′ ′ ′ ′      (12-2)

따라서 적층순서가 다음 식으로 주어지는 대칭

/균형 적층판은 당연히 완전 직교이방성의 성질
을 갖는다.







    (13)

마찬가지 방법으로 식(10)의 FOAS를 z'=0에 대
해 대칭으로 배열하면, 다음과 같은 완전 직교이
방성인 대칭/균형 적층판을 얻는다.

  
 

        

  (14)

이상에서 살펴본 바와 같이, 본 연구는 완전 
직교이방성 적층순서를 얻을 수 있는 충분조건을 
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해석적인 방법으로 제시하고 있다. 

결 론

본 연구에서는 몇 가지 경우의 기본적인 반대

칭 적층순서에 대해 완전 직교이방성 적층순서를 

얻을 수 있는 충분조건을 해석적인 방법으로 제

시하고, 동일한 방법을 대칭 적층순서로 확장할 
수 있음을 보였다. 향후, 본 연구에서 제시한 방
법을 활용하여 Aij 뿐 아니라 Dij까지도 등방성이 

되는 적층순서를 시행착오 없이 해석적 방법으로 

얻을 수 있는 충분조건을 제시할 예정이다.
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