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1. 서론 

 
저자들은 점탄성물질의 분수차 미분모델 4 개의 인자

와 온도의 영향을 나타내는 이동계수(shift factor)를 추정하

는데 있어서 주파수응답함수 데이터와 최적화 기법을 이용

하여 각 물성값을 추정하는 새로운 방법을 제안하고 수치

적인 실험을 통해서 이의 유용성을 보였다[5]. 본 연구에서

는 저자들의 이전 연구를 확장하여 제안된 추정법을 실제

의 점탄성 물질에 적용하여 분수차 미분모델 물성값을 추
정하고 이의 유용성을 논한다.  

 
2. 물성계수의 추정법  

2.1. 감쇠물질 복소계수의 추정 
복소계수 개념을 이용한 점탄성물질의 응력-변형율 관

계는 주파수 영역에서 다음과 같이 표현할 수 있다. 

 * (1 )E E iσ ε η ε= = +  (1) 

여기서 1i = − , σ 와 ε 는 응력과 변형율의 푸리에 변환

(Fourier transformation)이다. E , η 는 각각 저장계수(storage 
modulus)와 손실계수(loss factor)이고 상첨자

*
는 복소수를 

의미한다. 온도의 변화에 따른 점탄성물질의 복소계수 변
화는 온도-주파수 중첩원리를 이용하면 온도의 영향을 주
파수의 이동으로 환산할 수 있다. 환산양은 온도만의 함수

인 이동계수 ( )Tα 로 표현된다. 대부분의 점탄성물질에서 
( )( )log Tα 와 1

T 은 선형비례관계를 보이는 것으로 알려져 
있고, 다음과 같이 Arrhenius 비례관계로 표현할 수 있다(3). 

 ( )( ) 1
0

1 1log T d T Tα  = −  
 (2) 

위 식에서 1d 은 비례상수, 0T 는 임의의 기준온도(reference 
temperature)이며 절대온도로 표현된다. 이동계수와 온도와

의 관계가 비례관계를 벗어나는 경우 다음과 같은 William-
Landel-Ferry (WLF) 관계식을 이용하여 비선형 특징을 기술

할 수 있다. 
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위 식에서 1b 은 비례상수이다. 
환산 주파수 ( )fα T 의 변화에 따른 점탄성물질의 복소

계수는 4 인수 분수차 미분모델을 이용하면 주파수 영역에

서 다음과 같이 간단하게 표현할 수 있다. 
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위 식에서 0a , 1a , 1c , β 는 점탄성물질의 특성에 따른 상수

이다.  

2.2. 최적화 기법을 이용한 물성값 추정 
주파수 응답함수를 이용한 점탄성물질의 물성값 추정의 

출발점은 측정된 주파수 응답함수와 계산된 주파수 응답함

수가 같다면 계산에 사용된 물성 값이 실제 점탄성물질의 
물성값이라 가정하는 것이다. 따라서 점탄성물질의 물성값 
추정은 목적함수를 최소화하는 비제약 최적설계 문제로 정
식화할 수 있다. 물성값 추정시 참값으로 수렴하는 영역을 
최대한 넓히고 추정의 계산효율을 높이기 위해서 물성값 
추정 과정을 두 단계로 나누어 실시한다. 첫 번째 단계는 
응답의 피크점을 일치시키는 과정이고, 두 번째 단계는 주
파수에서 응답의 크기를 일치시키는 과정이다. 각 단계에

서 목적함수는 다음 식으로 나타낼 수 있다.  
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위 식에서 sx , mx 는 각각 임의의 분수차 미분모델 값을 
사용하여 계산한 주파수 응답함수, 측정을 통해 얻어진 주
파수 응답함수이고, N 은 기준응답의 개수다. 또한 M 은 관
심주파수 영역에서 공진점의 수이고, λ 는 공진주파수이다.  

추정인자는 분수차 미분모델의 계수인 0a , 1a , 1c , β 와 
이동계수의 비례상수인 1d  또는 1d 과 1b , 기준온도 0T 이

다. 
 

2.3. 제진층을 갖는 보의 고유모드 해석 
본 연구에서 제시한 방법으로 물성계수를 추정하기 위

해서는 외팔보 표준감쇠 실험에 대한 해석모델이 필요하다. 
본 연구에서는 Ross, Kerwin ,Ungar(RKU)에 의해 제안된 등
가 강성법을 이용하여 보를 유한요소로 모델링한 후 모드

중첩(modal superposition)법을 이용하여 외팔보의 응답을 구
하였다[5]. 특정 고유모드에 대한 손실계수는 모드변형 에
너지법(modal strain energy method)을 사용하여 구하였다. 

등가 강성을 갖는 보의 진동응답을 계산하기 위하여 
Hermite 3차 보간함수를 갖는 이차원 유한요소 프로그램을 
개발하고 보를 20 개의 보 요소로 모델링하여 고유값 문제

를 풀고, 임의의 점에서의 리셉턴스(receptance) 응답을 계산

한다. 분수차 미분모델로 표현된 점탄성물질의 물성값에 
대한 민감도 식은 응답표현식으로부터 구한 해석적인 식을 
이용하였으며 자세한 민감도 해석과정은 참고문헌[5]에 기
술되어 있다. 

 
3. 감쇠물질계수의 실험적 추정  

제안된 점탄성물질의 물성계수의 추정방법을 확인하기 
위하여 실제 점탄성 물질에 제안된 방법을 적용하여 분수

차 미분모델의 계수를 추정하였다. 우선 측정된 기준응답

을 얻기 위하여 항온실과 충격해머실험을 이용하여 여러 
온도에서의 기준 주파수전달함수를 측정하였다. Fig. 1 은 실
험장치의 셋업을 보여준다. 해석적인 방법으로 기준응답을 
계산하기 위하여 유한요소법을 이용한 외팔보 모델을 만들
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었고 실험값과의 비교를 통하여 검증하였다.  

점탄성 제진물질의 하나인 3M-467 접착제를 물성계수

를 추정하는 예제물질로 선정하고 알루미늄 보의 표면에 
1.2 mm 의 두께로 접착시켰다. 측정 기준응답은 25, 35, 40, 
55 Co 의 온도에서 측정한 후, 분수차 미분모델의 물성계수

를 제안된 방법에 따라서 추정하였다. 관심 주파수대역의 
하한값과 상한값은 각각 30 과 3000Hz 였다. 최소화 문제를 
풀기 위해서 범용 최적화 소프트웨어인 DOT Ver. 5.4 [6]를 
이용하였다.  

분수차 미분모델의 물성계수를 추정할 때 온도와 이동

계수와의 관계식을 선택해야 하는데 선형관계식인 
Arrhenius 관계식이나 비선형관계식인 WLF 관계식을 점탄

성 물질의 특성에 따라 선택할 수 있다. 본 연구에서는 우
선 선형관계식인 Arrhenius 관계식을 사용하여 분수차 미분

모델 물성계수를 추정하였다. 그러나, Arrhenius 관계식으로 
추정된 물성계수를 사용하여 기준 FRF 를 계산한 결과 25, 
35, 40 Co

의 주파수 응답함수는 두 결과가 잘 일치하였으

나 55 Co
에서의 주파수 응답함수의 결과는 4 번째 피크의 

위치가 약간 이동하는 결과를 보였다. 이와 같은 결과는 
온도와 이동계수의 관계가 높은 온도에서 선형관계식을 벗
어나는 것을 의미하므로 WLF 관계식을 이용하여 물성계수

를 다시 추정하였다. 실제로 각 온도에서의 이동계수와 선
형의 Arrhenius 관계식과 비선형의 WLF 관계식을 비교해보

면 Fig. 2 에 보인 바와 같이 WLF 관계식이 실제의 이동계

수를 잘 나타내고 있음을 알 수 있다. Fig.  3 에는 추정된 
분수차 미분모델의 물성계수의 정확성을 검토하기 위하여 
참고문헌[3]의 결과와 본 연구에서의 결과를 비교하여 그렸

다. 참고문헌 [3]의 결과는 전단계수를 추정한 결과여서 두 
결과의 비교를 위해서는 포아송비가 0.47 로 일정하다는 가
정을 하고 본 연구의 결과를 환산하여 그림에 표시하였다. 
두 결과는 저주파 영역에서 약간의 차이를 보이지만 대부

분의 주파수 영역에서 잘 일치하고 있음을 알 수 있다. 
 

4. 결론  
본 연구에서는 점탄성 물질의 분수차 미분모델 물성계

수를 추정하기 위하여 서로 다른 온도에서 측정된 주파수

응답함수와 해석모델의 주파수 응답함수의 차이를 최소화

하는 방법을 제안하고 실제 점탄성 물질에 적용하여 점탄

성물질의 물성계수를 추정할 수 있음을 보였다. 제안된 방
법은 측정된 FRF 의 전주파수 영역의 응답을 기준함수로 
하고 있기 때문에 적은 수의 측정 데이터만으로 물성값을 
추정할 수 있으며, 곡선접합과정에서 해석적인 민감도를 
이용하여 효율적으로 물성계수를 추정할 수 있다. 제안된 
방법으로 실제의 점탄성 물질에 대한 분수차 미분모델의 
물성계수를 추정한 결과를 보면 서로 다른 몇몇 온도에서

의 주파수 응답함수만을 이용하여도 비선형적으로 변하는 
온도의 효과를 포함하여 분수차 미분모델의 물성계수를 정
확히 추정할 수 있음을 알 수 있었다.  
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Fig. 2 Shift factors compared with the linear and 

nonlinear relationships. 
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Fig. 3 Identified material properties of 3M-467 adhesive 
compared with the reference [4] 

   
Fig. 1 Experimental set-up 
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