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파수 영역의 방사 구면에서 음향 에너지 집중을 통한  
평면파 생성 방법 

Generation of a plane-wave field by point focusing of acoustic potential energy 
on the radiation sphere in the wavenumber domain 
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ABSTRACT 
 

In the wavenumber domain, each point on a radiation sphere indicates a plane wave of the frequency corresponding to 
radius of the sphere and the position on the sphere shows propagating direction of the plane wave. This concept is extended 
from the research by Choi[1]

 where he focus acoustic potential energy at a point on a radiation sphere. Here we propose the 
method to focus the energy at a point on the radiation sphere, as a result, we can easily generate a plane wave which propagates 
to any direction that we want. 

 

1. 서 론 

다수의 스피커로 구성된 어레이를 이용하여 실

제 음장과 유사한 입체 음장을 구현하기 위해서, 

다양한 방향에서 입사하는 음파를 생성하는 것이 

필수적이다. 실제 음장에서 음원은 다양한 위치에 

존재할 수 있기 때문이다.  

따라서 원하는 방향으로 진행하도록 음파를 생

성하는 연구가 다양한 방법으로 진행되어 왔다. 

원하는 방향으로 진행하는 평면파를 가정한 후 그 

평면파 음장과 스피커 어레이에 의한 음장의 최소 

자승 오차를 최소화하는 방법[2], 한 방향으로 진

행하는 평면파, 또는 단극 음원에 의한 음장을 모

드로 전개하여 모드 계수를 맞추는 방법[3]이 그

것이다.  

한편, 2 차원 파수 영역에서 방사원(radiation 

circle) 상의 한 점에 음향 에너지를 집중시킴으

로써 평면파 음장을 구현하는 방법이 제안되었는

데[1] 이를 확장시켜 3 차원 파수 영역에서 방사구

(radiation sphere) 상의 한 점에 음향 에너지를 

집중시키는 방법을 생각해볼 수 있다. 이 방법을 

이용하면 3 차원의 어느 방향으로 진행하는 음파

도 쉽게 구현해낼 수 있기 때문이다.  

이 방법을 구현하기 위해서는, 각 스피커에 의

해 형성되는 음장을 3 차원 푸리에 변환을 통해 3

차원 파수 영역에 표현할 수 있어야 하고, 각 스

피커에 의한 음장은 스피커를 모델링 하여 가정하

거나 직접 측정해야 한다. 모델링의 경우에는 구

현은 쉽지만 구현된 음장은 정확하지 않을 수 있

고, 반면 직접 측정할 경우에는 측정 노력이 많이 

든다는 단점이 있다. 이 때 강체 구의 표면에서 

측정한 음압으로 모드 계수를 예측하여 음장을 구

하는 방법[4]이 알려져 있으며 이 경우 측정 노력

을 줄일 수 있다.  

이 논문에서는 이 방법을 이용하여 스피커에 

의해 형성되는 음장을 구하고 이를 3 차원 파수 

영역의 방사 구 상에 나타낸 후 원하는 한 점에 

음향 에너지를 집중시켜 평면파 음장을 구현하는 

방법을 제안한다.  
 

2. 문제 정의 

제어하고자 하는 3 차원의 영역이 있고 그 주위

에 L 개의 스피커가 배열되어 있다고 가정하자. l

번째 스피커에 의한 음장을 ( ) ( ),lp r ω 라고 할 때, 

이 음장은 다음과 같이 스피커로 입력되는 신호 
( ) ( )lq ω

와 스피커에서 제어영역까지의 전달함수 
( ) ( ),lh r ω

의 곱으로 표현된다.  
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,l l lp r q h rω ω ω= . (1)  

 

따라서 모든 스피커에 의한 음장은 다음과 같이 

표현된다.  

 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1

1

, ,

                  ,

L
total l

l
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l l

l

p r p r

q h r

ω ω
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=

=

=

=

∑

∑

. (2) 

 

한편 평면파가 0k  방향으로 진행할 때 그 음장은 

복소 상수 ( )C ω 를 이용하여 다음과 같이 표현된

다.  

 

 ( ) ( ) ( ) 0,plane jk rp r C eω ω ⋅=  (3) 

 
평면파를 구현하는 문제는 결국 스피커에 의한 음

장이 평면파 음장에 가까워지도록 하는 스피커 입

력 신호 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 
TLq q qω ω ω ω⎡ ⎤= ⎣ ⎦q 를 구하

는 문제라고 할 수 있다.  
 

3. Solution Method 

3.1 전달함수 측정 
서론에서 언급한 각 스피커에 의한 음장은 각스

피커와 제어 영역의 전달함수로 표현된다. l 번째 

스피커에 의한 전달함수 ( ) ( ),lh r ω 는 다음과 같

이 구형 조화함수 전개(spherical harmonics 

expansion)로 표현될 수 있다[5].  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

, , , ,
n

l l m
mn n n

n m n
h r A j kr Yθ φ ω ω θ φ

∞

= =−

= ∑ ∑ . (4) 

 

여기서 ( )nj kr 는 n 차 구형 베셀 함수이고, k

는 파수(wavenumber)로서 다음과 같은 관계를 갖
는다.  

 k cω= . (5) 
   
그리고 ( ),m

nY θ φ 는 다음과 같이 정의되는 구형 조

화함수이다.  

 

( ) ( ) ( )
( ) ( )2 1 !

,  cos
4 !

m m jm
n n

n n m
Y P e

n m
φθ φ θ

π
+ −

=
+

 .(6) 
 

모드 계수 ( ) ( )l
mnA ω 은 다음과 같이 구해질 수 있다.  

 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
22 *1

0 0
, , , , sin

l
mn

l m
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A

i ka h ka h r a Y d d
π π
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  (7)  

여기에서 a 는 강체 구의 반지름을 의미하며 
( ) ( )1

nh ka 는 n 차 1 종 한켈함수를 의미한다. 

( ) ( ), , ,l
th r a θ φ ω= 는 l 번째 스피커에 의한 입사음

장과 강체 구의 산란음장을 포함한 전체 음장을 

뜻한다. 한편 실제로는 강체 구 표면의 모든 점의 

음압을 구할 수 없기 때문에 일정한 차수 

0,1, ,n N= 까지의 모드 계수만을 구할 수 있고 

그에 따라 잘라버림 오차(truncation error)가 발

생한다.  

 

3.2 3차원 공간 푸리에 변환 
구형좌표계에서 l 번째 스피커에 의한 전달함수 
( ) ( ),lh r ω 의 3 차원 공간 푸리에 변환은 다음과 

같이 표현된다[6].  

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

0 0 0
, , , , , , sinrl l ik r
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π π
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  (8) 

커널 rik re− ⋅ 는 구형 조화함수 전개로 다음과 같
이 표현된다.  
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(4)와 (9)식을 (8)식에 대입하고 정리하면,  

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2

0 0 0

2

0 0 0
0

* 2

0

, , , , , , sin

,

                4 , , sin  

4

rl l ik r
k r k k

N n
l m

mn n n
n m n

n
n m m

n r n n k k
n m n

nl
mn n n r

h k h r e r d d dr

A j kr Y

i j k r Y Y r d d dr

A j kr i j k r

π π

π π

θ φ ω θ φ ω θ θ φ

ω θ φ

π θ φ θ φ θ θ φ

ω π

∞ − ⋅

∞

= =−

′∞
′ ′ ′

′ ′ ′
′ ′ ′= =−

=

⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤

−⎢ ⎥⎣ ⎦

= −

∫ ∫ ∫

∑ ∑∫ ∫ ∫

∑ ∑

( ){ }
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

0
0

2

0
0

,

4  ,

N n
m

n k k
n m n

N n
n l m

mn n n r n k k
n m n

Y r dr

i A j kr j k r r dr Y

θ φ

π ω θ φ

∞

= =−

∞

= =−

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤= − ⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑∫

∑ ∑ ∫

821



   
 

3
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이 값은 rk 과 k 이 같을 때만 0 이 아닌 값을 갖

고 곧 방사 구의 표면에서만 의미가 있음을 나타

낸다. rk 에 관한 항과 상수항을 제거하고 ( ),k kθ φ

에 대한 항만 나타내면 다음과 같은 식을 얻고 이

를 구형 스펙트럼이라고 정의한다. 이 값은 l 번째 

스피커에 의해 방사 구의 표면에 나타나는 스펙트

럼의 상대적 크기를 보여준다.  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

, ,  ,
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nl l m
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= =−
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  (11) 

( )0 0,θ φ  방향으로 진행하는 평면파의 경우에는 

 ( ) ( ) ( )*
0 04 ,l n m

mn nA i Yω π θ φ=  (12) 

이므로 (11)식에 대입했을 때,  
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 와 같이 표현되며 N →∞ 일 때 구형 조화함수의 
completeness relation 에 의해  

 

( ) ( ) ( ) ( ), , 4 cos cosl
k k kθ φ ω πδ φ φ δ θ θ′ ′Η → − −  (14) 

 

로 접근한다.  

 

3.3 음향 에너지 집중 
각 스피커에 의한 구형 스펙트럼을 조합한 구

형 스펙트럼은 다음과 같이 구해지고 벡터 형태를 

사용하여 간단히 정리된다.  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
1 0

, ,  ,

                        

L N n
ntotal l l m

k k k mn n k k
l n m n

k
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ω ω
= = =−

Ρ = −

=

∑ ∑ ∑
H q

.

  (15) 

여기서 ( ), ,k k kθ φ ωH 는 다음과 같다.  

 ( ) ( ) ( ) ( )1 2, , L
k k k k k kθ φ ω ⎡ ⎤= Η Η Η⎣ ⎦H  (16) 

 

이 스펙트럼의 음향 에너지가 우리가 원하는 평면

파의 방향 ( ) ( )0 0, ,k kθ φ θ φ= 에 집중되도록 하는 입

력 신호 ( )ωq 를 구해야 한다. 이 문제는 잘 알

려진 점 포커싱(point focusing) 문제이다. 입력 

신호의 파워에 대해 포커싱된 점의 음향 에너지를 

최대화하는 해[7]는 다음과 같이 주어진다.  

 ( ) ( )0 0, 0 0, , H
k k kω θ θ φ φ ω= = =q H  (17) 

그리고 모든 ( ),k kθ φ  점의 음향에너지에 대한 

( ) ( )0 0, ,k kθ φ θ φ=  점의 음향 에너지를 최대화하는 

해[7]는 다음과 같이 주어진다.  

( ) ( ) ( )
1

0 , , 0, 0 0, , HH
t k t k k k kω θ θ φ φ ω

−
= = =q H H H (18) 

 

4. 시뮬레이션과 분석 

4.1 오차의 정의 
평면파 음장을 재현했을 때 그 성능은 재현하

고자 한 평면파 음장과 재현된 음장의 차이에 의

해 평가될 수 있다. 제어 공간을 D 라고 했을 때 

D 에서의 공간 에러 ( )De ω 는 다음과 같이 정의될 

수 있다.  

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

2

, ,

,

plane total
DD

D
plane

DD

p r p r dV
e

p r dV

ω ω
ω

ω

−
= ∫

∫
 (19) 

 

4.2 시뮬레이션 조건과 가정 
이상에서 제안된 해를 평가하기 위해 시뮬레이션

을 수행하였다. 스피커를 단극 음원이라고 가정하

였고 원점에 중심이 위치하고 반지름이 2m 인 구

의 표면 상에 고르게 분포되어 있고(pack 

3.25[8]) 개수는 25 개라고 가정하였다. 모드 계수

의 최고 차수를 N=4 라고 둔다. 제어 영역을 x-

y 평면 상의 반지름이 r=0.2m 인 원으로 놓고 

1kHz 를 관심 주파수라고 하면, kr 값은 3.66 정

도이다. 구현하고자 하는 평면파의 방향은 

( )0 0, ,
2 3
π πθ φ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

라고 둔다.  
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(a) Desired field  

(plane wave, magnitude(left) & phase(right)) 
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(b) Reproduced field  

(eqn.17, error=0.0187) 
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(c) Reproduced field  

(eqn.18, error=0.0120) 

Fig. 1 평면파 재현 결과 
 

4.3 결과와 분석 
이 때 (17)식과 (18)식에 의한 해가 각각 존재

한다. 각각의 해를 적용하였을 때 x-y 평면에서
의 결과는 Fig. 1 과 같다. 제어 영역 내의 오차를 
계산한 결과 (17)식에 의한 음장의 오차가 
0.0187, (18)식에 의한 음장의 오차가 0.0120 으
로 두 음장 모두 2% 이내의 오차로 재현이 되며 
(18)식의 해가 0.2% 정도 더 효과적이다.  

제어 영역이 넓어지면 오차가 크게 증폭되는데, 
이것은 앞서 언급한 잘라버림 오차와 관계가 있다. 
즉 음장을 모드로 전개하여 표현하였을 때, 원점
에서의 거리가 멀어질수록 잘라버림 오차가 커지
므로[3] 음장의 표현이 정확하지 않게 되며 결과
적으로 본 방법의 성능에도 영향을 준다.  

스피커의 개수를 24 개 또는 26 개로 변화시켜
보았을 떄, 오차는 각각 6.5325, 0.0114 였다. 스
피커가 25 개 이하가 될 때 오차가 급격히 증가함
을 알 수 있는데, 모드의 최고 차수가 4 일 때 필
요한 최소한의 스피커의 수가 (4+1)2=25 으로 
구해짐[3]을 확인할 수 있다.  

모드의 최고 차수를 5, 6, 7 로 증가시키고 그에 
따라 스피커의 개수도 36, 50, 64 개로 증가시킬 
때, 오차는 0.0060, 0.0046, 0.0019 로 줄어들었
다. 최고 차수가 증가함에 따라 구현한 평면파 음
장은 더 정확해진다.  

 

5. 결 론 

스피커 어레이를 이용하여 평면파를 재현하는 

방법으로써, 각 스피커에 의한 음장을 측정하고 

파수 영역으로 변환하여 방사 구면 위의 한 점에 

음향 에너지를 집중시키는 방법을 제안하였다. 그 

결과 원점에서 가까운 영역에서 적은 오차로 재현

이 되었다.  
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