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ABSTRACT 

 
Finite element model updating has been performed using an optimization technique in the paper. The objective function 

consists of natural frequencies, modal assurance criterion values, and bandwidths of modes, which are obtained from finite 
element analysis and experiment. Young's modulus and damping coefficient of the material are selected as design variables whose 
values are modified to make the objective function as small as possible. To consider the loading effect of an accelerometer, its 
mass and moment of inertia are added to design variables. This model updating method has been  applied to a cantilever beam, 
and experimental data are measured by modal test.  

 

1. 서 론 

최근에 구조물의 유한요소해석에 관한 연구가 
항공우주, 해양, 토목공학 등의 분야에서 활발히 진
행되고 있고, 자동차, 항공기, 토목 구조물 및 공작
기계 등의 기계 구조물이 다양화, 경량화 되면서 
동적특성 개선을 요구하는 사례가 급속하게 늘어가
고 있다. 
구조물이나 기계장치를 설계할 때 외부 가진력

에 대한 구조물과 기계의 정확한 동적응답특성을 
예측해야 한다. 만약 구조물이나 기계가 복잡한 기
하하적 형상과 재료의 성질을 가질 경우 이들의 동
적응답특성을 구하는 것은 쉽지 않다. 그래서 적절
한 근사해를 구하기 위한 유한요소해석을 사용하여 
동적특성을 예측하게 되는데 유한요소해석에서 얻
어진 이론적 결과는 실험으로 측정된 동적특성과 
완전히 일치하지는 않는다. 이 때문에 정확한 동적
응답을 알아내기 위하여 유한요소 결과를 바로 사
용하지 않고 측정된 데이터에 유한요소모형(Finite 
Element Model)을 일치시킨 모형개선(Model 
Updating) 이라는 방법을 사용한다. 
유한요소모형을 실제 실험 데이터에 일치시킬 수 

있다면 개선된 유한요소모형으로 하중의 크기가 변
화하거나 하는 등의 다른 조건의 상태에 놓일 때와 

설계 변경시의 동적특성을 보다 정확히 예측할 수 
있게 되어 신뢰성 있는 결과를 얻을 수 있게 된다. 
최근에는 측정방법과 분석 기술의 발전으로 진동

데이터를 이용하는 방법에 대한 연구가 많이 이루
어지고 있다. 진동데이터를 사용하여 유한요소모형
을 개선하는 방법에는 모드 영역의 방법(1-5)과 주파
수응답함수 (Frequency Response Function)를 사용한 
응답영역의 방법(6-7) 등이 있다. 

FRF 를  사용하는  방법 중에  Lin(8)과  Imregun 
(9)등에 의하여 개발된 방법이 있는데, 이 방법에서
는 실험에서 얻어진 FRF 와 유한요소모형으로부터 
예측한 FRF 와의 차이를 계산하여 각 유한요소 질
량, 강성행렬의 모든 항을 일정한 비율로 변화시킴
으로써 측정한 FRF 와 유한요소모형으로부터 예측
한 FRF가 일치하도록 하고 있다. 
본 논문에서는 외팔보의 유한요소모형 개선을 위

하여 최적화 기법을 적용하였다. 목적함수는 유한
요소해석과 모드시험으로부터 구한 고유진동수, 
MAC(Modal Assurance Criterion) 값, 그리고 각 모드
의 대역폭 차이로 나타내었다. 이를 위해 설계변수
는 영계수, 가속도계의 집중질량과 질량관성모멘트, 
그리고 감쇠계수로 하였다.  

 

2. 유한요소해석 

일반적으로 Fig. 1 과 같은 보 요소 (10)의 경우 
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Fig. 1. Beam element. 

 

 
Fig. 2. Geometry of cantilever beam with 5 elements. 

 
각각의 절점에 대하여 병진변위 )(),( 21 tftf 와 회전

변위 )(),( 21 tt ωω 총 4 개의 자유도를 가지게 된다. 
이러한 보 요소에 대한 강성행렬 ][ eK 과 질량행렬 

][ eM 은 식 (1) 과 식 (2)와 같이 나타내어지며 이것
을 이용하여 여러 개의 요소로 이루어진 시스템에 
대해서도 각각의 강성행렬과 질량행렬을 구할 수 
있게 된다. 여기서 행렬의 결합은 같은 절점에 대
응하는 행렬의 요소끼리 더하고 나머지 부분은 그
대로 두게 되며 요소가 없는 부분은 0으로 둔다. 
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여기에서 E 는 외팔보의 탄성계수, I 는 단면 관성 
모멘트, A 는 단면적, ρ 는 밀도 그리고 l 은 요소 
하나의 길이이다. 
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Fig. 2의 외팔보를 2개의 요소로 나눌 경우 A점
이 고정되어 있으므로 이에 대한 강성 및 질량행렬

의 첫 번째와 두 번째 행과 열을 제거하면 식 (3)과 
(4)로 나타낼 수 있다. 
유한요소모형의 개선을 위해 다섯 개의 요소로 

나누어진 외팔보를 대상시스템으로 하여 이 시스

템의 질량행렬, 강성행렬을 구하고 이로부터 FRF 

행렬을 구하였다. 시뮬레이션에 사용된 외팔보의 

제원은 Table 1 에 나타나있다. 

외팔보를 다섯 개의 요소로 나누었을 때 병진변

위와 회전변위 각각 다섯 개씩 모두 10 자유도가 

생성된다. 유한요소모형의 FRF 는 해석적으로 쉽

게 구해질 수 있다. 시뮬레이션을 위해 주파수 범

위는 0Hz~800Hz 로 설정하였고, 주파수 간격 

f∆ 는 2Hz 로 정하였다.  

ω값과 외팔보의 질량, 강성행렬을 식 (5)에 적
용시켜 receptance 형태의 FRF 를 찾아낼 수 있

다. 

 
12 ])[]([][ −−= MKH f ω           (5) 

 

여기에서 ][ fH 는 FRF 응답모델을 구성하는 행렬

이며, 식 (5)를 통해 구해진 값에 2ω− 을 곱하여 

inertance 형태로 변환하였다. 이 유한요소해석을 

통해 얻어진 15H (하첨자 1 과 5 는 각각 응답점과 

가진점을 의미함)에 대한 FRF 의 크기와 위상각

을 표시한 그래프가 Fig. 3 에 나타나있다. 그리고 

이 때의 고유진동수를 Table 2 에 나타내었으며, 

첫 번째 모드형을 Fig. 4 에 나타내었다. 

 
Table. 1. Properties of the cantilever beam. 
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Fig. 3. FRF 15H  obtained by FEA. 

Table. 2. Natural Frequencies obtained by FEA. 
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Fig. 4. The first mode shape from FEA.  

3. 모드시험 

외팔보의 실제 동적응답특성을 알아내기 위해 

FFT 분석기(HP 35670A)를 이용하여 Fig. 2 와 
같이 5개의 노드로 구성된 외팔보를 A점에서 고정
시킨 후 가속도계를 설치하여 실험을 수행하였다. 
이 실험에서 측정범위는 유한요소해석과 동일한

0Hz~800Hz, 데이터 사이의 주파수 간격은 2Hz

로 설정하였고 외팔보의 재질은 steel 이며 가속

도계(PCB 352C66)는 Fig 2 에서와  같이  설 
 

Table. 3. Natural Frequencies obtained by modal test. 

 
 

Table. 4. Result of modal analysis. 

 
Table. 5. Comparison of natural frequencies obtained by 

FEA and modal test. 
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Fig. 5. FRF 15H  obtained by modal test. 

 

치하였다. 충격해머(KISTLER 9724A2000)에 의한 
힘은 B 점에서 F 방향으로 가하였고 FRF 는 
inertance 형태로 측정하였다. 
실험을 통해 얻어진 FRF 를 그래프로 나타낸 

것이 Fig. 5 에 나타나 있다. 이 그래프는 15H  를 

나타낸 것이며 위의 그래프는 크기, 아래 그래프

는 위상을 나타낸다. 

실험체인 외팔보의 고유진동수, 감쇠비 그리고

모드형을 구하기 위해 실험에서 얻은 데이터를 바

탕으로 모드해석을 수행하였다. 모드해석에 사용

된 방법은 Complex Exponential Method(11)이다. 

고유진동수 범위인 18Hz~548Hz 전체의 주파수 

범위를 해석하기 위해 모드해석 범위는 

6Hz~300Hz 와 80Hz~580Hz 2 번으로 나누어서 

해석하였고 각각의 데이터 개수는 256 개, 자유도

는 12 로 설정하였다. 이 때 각각의 고유진동수를 

나타낸 것이 Table 3 에 나타나 있으며, Table 4

는 모드해석으로부터 구한 고유진동수, 감쇠비 그

리고 Real Residue 를 첫 번째 노드에 대해 나타

낸 것이다. 

이 모드해석을 통해 찾아낸 고유진동수를 실험

값과 비교한 것이 Table 5 에 나타나 있다. 이를 

통해 모드해석 결과가 실제 실험 데이터와 비교하

였을 때 주파수 간격 1 개 정도의 차이만 보이는 

높은 일치도를 가지고 있음을 알 수 있었다.  

4 유한요소모형의 개선 

4.1 감쇠가 포함되지 않은 경우 
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Fig. 6. Comparison of FRFs obtained by FEA and modal 

test before model updating. 
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Fig. 7. Comparison of mode shape obtained by FEA and 

modal test before model updating. 
 

Table 1 에서 주어진 제원을 기본으로 하여 첫

번째 노드에서 유한요소해석을 수행한 결과와 실

험을 통해 구한 FRF 그래프를 비교한 것이 Fig. 

6 에 나타나있다. 여기에서 2 번째 고유진동수에

서의 피크와 주위 응답특성은 유사하게 나타나지

만 나머지 부분에서는 피크점과 주위 응답특성이 

잘 맞지 않음을 확인할 수 있었다. 그리고 이때의 

첫 번째 모드형을 비교한 것이 Fig. 7 에 나타나 

있는데 고정된 영점과 끝단에서의 모드형은 일치

하지만 나머지 부분에서의 모드형이 약간씩 서로 

차이를 보이고 있음을 알 수 있었다. 

이를 개선시키기 위하여 즉, 실험으로 구한 외

팔보의 동적응답특성과 유한요소해석을 통한 동적

응답특성을 만족할 수 있는 범위 내에서 서로 일

치시키기 위해 몇 가지 설계변수를 변화시켜 목적

함수를 최소화하는 최적화 기법을 사용하였다. 

우선 고유진동수와 MAC 값을 목적함수로 설정

하였고, 이를 최소화 하는 설계변수로는 영계수, 

가속도계의 집중질량과 질량관성모멘트를 사용하

였다. 
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식 (6)에서 oF 는 목적함수, aω 는 유한요소해석

을 통해 구해진 고유진동수, eω 는 실험을 통해 

Table. 6. Design variables at the optimum point. 

 
 

Table. 7. Objective function for design variable. 
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Fig. 8. Comparison of FRFs obtained by FEA and modal 

test after model updating. 
 

구한 고유진동수, MAC 는 MAC 값, i는 각 모드
를 의미하며 MAC 값은 식 (7)과 같이 구해질 

수 있다. 
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여기에서 xφ 는 실험으로 구한 모드형(mode 

shape)이며 pφ 는 유한요소해석을 통해 구한 모

드형을 의미한다. 

식 (6)을 Matlab 의 Optimization Toolbox 프

로그램에 적용시켜 주어진 목적함수를 최소로 만

드는 설계변수들 값을 찾아냈고 이를 Table 6 에 

나타내었다. 여기에서 영계수와 밀도는 Table 1

과 비교했을 때 약간 변화하였고, 가속도계의 집

중질량과 질량관성모멘트는 목적함수를 위해 추가

된 것이다. 최초 측정된 가속도계의 질량은 

0.0021kg 이었고 변화된 설계변수에서의 가속도

계의 질량은 0.00457kg 이었다. 이러한 차이는 
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가속도계에 연결된 와이어의 질량이 가속도계의 

집중질량에 같이 포함되었기 때문으로 볼 수 있다. 

Table 6 의 설계변수 값을 적용시켰을 때 목적

함수 oF 는 0.0057 으로 최소가 되었으며 사용된 

최적화 프로그램의 시작점을 변화시켰을 때의 최

적화 결과를 Table 7 에 나타내었다. 이 결과에서 

살펴보면 시작점을 서로 다르게 하여도 최적화 결

과 값이 0.0057~0.0059 사이에 존재하여 그 차

이가 크지 않음을 알 수 있는데 이것은 최적화 과

정이 성공적으로 이루어 졌음을 의미한다. 

첫 번째 노드에 대해 Table 6 의 데이터를 유한

요소해석에 적용시켜 구한 FRF 와 실험을 통한 

FRF 의 그래프를 비교한 것이 Fig. 8 에 나타나 

있다. 여기에서 두 그래프는 모형개선을 하기 전

의 Fig. 7 의 그래프에 비해 정확도가 개선되었음

을 확인할 수 있었다. 그러나 감쇠를 고려하지 않

았기 때문에 피크의 크기는 많은 차이를 보이고 

있음을 알 수 있다. 
 

4.2 감쇠가 포함된 경우 
실제 우리가 사용하는 모든 기계나 구조물은 감

쇠를 가지고 있으며 이로 인해 공진점에서의 진폭

이 감소하게 된다. Fig. 8 에서 전체적인 그래프의 

일치도는 비교적 정확했으나 피크점에서 큰 차이

를 보이는 것을 확인하였는데 이것은 모드시험과

는 달리 유한요소해석의 경우 감쇠가 적용되지 않

았기 때문이다. 

감쇠가 충분히 작은 경우 )05.0( <ζ 에 다음과 같

이 쓸 수 있다. 
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공진에서의 진폭비는 계의 Q 계수( Q  factor) 

또는 양호도(quality factor)라 하는데, 이는 공진

에서의 진폭을 가능한 크게 하려는 라디오 동조회

로의 예외 비슷하다. 증폭률이 2/Q 로 떨어지는 

점 1R 과 2R 는 반동력점(half power points)이라

고 한다. 왜냐하면 주어진 진동수에 조화적으로 

응답하는 감쇠기에 흡수되는 동력( W∆ )은 진폭

( X )의 제곱에 반비례하기 때문이다. 
 

2XcW ωπ=∆                (9) 

 

반동력점 1R 과 2R 에 해당하는 진동수의 차는 

계의 대역폭(bandwidth)이라 불리운다. 

그렇기 때문에 상대적으로 높게 나타난 피크점

을 줄이기 위해 대역폭을 목적함수에 추가하였고, 

감쇠계수를 설계변수에 추가하였다. 이 때의 목적

함수 oF 는 다음과 같이 나타내었다. 
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식 (10)에서 abw 는 유한요소해석을 통해 구해진 

대역폭, ebw 는 실험을 통해서 구한 대역폭 값을 

의미한다. 

시스템의 감쇠행렬은 식 (11)과 같이 나타내고, 

FRF 행렬은 식 (12)로부터 구한다. 

 

][][ KHb β=                  (11) 
12 ][][ −−+= MiHKH bf ω            (12) 

 

여기에서 ][K 는 강성행렬, ][M 은 질량행렬, β 는 

감쇠계수를 나타낸다. 

고유진동수, MAC 값 그리고 대역폭을 목적함

수로 하고 이를 최소화 하는 설계변수로 영계수, 

가속도계의 집중질량과 질량관성모멘트 그리고 감

쇠계수를 적용시켜 모형개선을 수행한 결과가 

Fig. 9 에 나타나 있다. 이것 역시 첫 번째 절점에 

대한 것이며, 각각의 피크점의 크기가 실제 실험 
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Fig. 9. Comparison of FRFs obtained by FEA and modal 

test when damping is considered. 
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Fig. 10. Comparison of mode shape obtained by FEA and 

modal test when damping is considered. 
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데이터와 큰 차이가 없고 전체적인 FRF 그 

래프도 거의 일치하고 있음을 알 수 있다. 개선된 

유한요소해석 데이터를 이용하여 첫 번째 모드형 

을 구해 비교한 것이 Fig. 10 에 나와 있으며 개

선되기 전과 비교하였을 때 크게 차이가 나지 않

음을 확인 하였다. 이것은 감쇠계수가 모드형에는 

크게 영향을 미치지 않는 것으로 해석할 수 있다. 

결 론 

본 논문은 유한요소모형의 개선을 위해 FRF 

데이터를 이용하여 실제 시스템과 시뮬레이션 시

스템을 비교 하였다. 목적함수를 고유진동수, 

MAC 값 그리고 대역폭으로 하고 이에 따른 설계

변수들인 영계수, 가속도계의 집중질량과 질량관

성모멘트 그리고 감쇠계수를 적용시켜 Matlab 의

Optimization Toolbox 프로그램을 통해 주어진 

목적함수를 최소로 만드는 설계변수들 값을 찾아

내었다. 이 결과 모드해석과 유한요소해석의 두 

FRF 는 목적함수를 최소로 하는 설계변수들을 적

용시켰을 때 그렇지 않았을 때보다 더 정확하게 

일치하는 것을 확인할 수 있었다. 그러나 모드형

의 경우 모델 개선 전과 후의 비교 그래프가 거의 

변화하지 않았는데 이는 설계변수들이 FRF 에는 

영향을 미치지만 모드형에는 거의 영향을 미치지 

않다는 것으로 해석할 수 있다. 

이 연구를 통해 외팔보에 유한요소해석과 모델 

개선을 적용시켜 동적응답특성이 실험과 일치하는 

유한요소해석 결과를 얻을 수 있었으며, 이를 적

용하여 복잡한 구조물이나 실험체에 대해서도 보

다 정확한 동적응답특성을 알아 낼 수 있을 것으

로 생각한다. 
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