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ABSTRACT

The notion of linearity is fundamental in science and engineering. Much of system and control theory is based on the 

analysis of linear system, which does not care whether it is nonlinear and complex. The dynamic programming is one of 

concerned technology when users are interested in choosing best choice from system operation for nonlinear or dynamic 

system's performance and control problem. In this paper, we will introduce the dynamic programming which is based on 

discrete system. When the discrete system is constructed with discrete state, transfer between states, and the event to 

induct transfer, the discrete system can describe the system operation as dynamic situation or symbolically at the logical 

point of view. We will introduce technologies which are related with controllable of Controlled Markov Chain as shown 

example of simple game. The dynamic programming will be able to apply to optimal control part which has adaptable 

performance in the discrete system.   

 1. 서 론

시스템 제어분야에서 주 심은 연속변수 시스템들 이었다. 

이러한 시스템을 다루는 제어방식은 오랜 역사를 통하여 발

해왔다.  근 에 새롭게 등장하는 시스템들 로 네트워크 

통신, 컴퓨터기반 시스템, 지능기반 다기능 시스템 등에 

하여 기존의 제어기법을 용하면서 새로운 문제들을 만나

게 되었다. 특히 계산의 복잡성, 모델링의 불확실성 그리고 

시스템의 동역학  특징들이 기존의 연속변수 시스템에서 

사용하던 제어방식으로 처리하기에 어려운 이 많다.

    동  로그래 은 동역학  시스템에서 시스템의 출력

변수가 기 입력의 종류나 외란 는 시스템의 변수가 변화

하는 것을 하용하면서도 요구하는 성능을 유지하게 할 수 

있는 방법  하나이다. 이러한 목 을 달성하기 하여 간

단한 몇 개의 단계를 이용하여 근한다. 첫째 제어 상의 

모델을 구하는 것이다.  이 모델은 시스템의 동작을 묘사한

다.  둘째 구해진 모델의 동 응답을 해석하는 것이다.  해

석은 주로 시스템의 시간에 한 반응을 이해하는 것이다.  

일반 으로 시스템을 다루는 분야는 크게 모델링과 해석, 설

계와 합성, 제어, 성능 평가 그리고 최 화로 구분할 수 있

다. 

우리는 이산시스템에서 동  로그래 에 하여 소개를 

할 것이다. 이산시스템에서 동 특성은 이산상태, 상태간 천

이 그리고 천이를 유도하는 사건발생으로 기술될 수 있다.  

이산시스템은 시스템을 추상 인 구성으로 표 하기 용이하

다. 따라서 시스템은 보다 상 벨에서 모델링 될 수 있다.  

우리는 이산시스템 모델로 Markov Chain을 이용할 것이다.  

특히 동  로그래 은 Controlled Markov Chain의 문제

로 볼 수 있다.  

    본 논문은 다음과 같이 구성된다. 제 2장에서 Markov 

Chain을 소개하고 . 제 3장에서 Controlled Markov Chain

의 를 통하여 제어가능을 보이고, 제 4장에서 고찰할 것이

다. 그리고 제 5장에서 결론을 맺는다. 

2. Markov Chain 소개

Markov Chain 은 확률과정  하나다. 확률과정은 시간에 

따라 그 상태가 변하는 어떤 상에서 확률변수의 집합을 

구하고, 이를 분석하여 미래의 변화를 추정 하는 것 등을 다

룬다. 좀더 정확한 확률과정의 정의는 다음과 같다. 임의의 

시  t∈T 에 하여 상태 Xt가 확률공간상에 정의된 확
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률변수일 때 확률변수들의 집합 {Xt|t∈T}을 확률과정 이

라 한다.  시  t는 일반 으로 시간으로 해석되어지며 이

때 실수 Xt (=X(t,w)) 는 시  t에서의 상태(state) 

는 치를 나타낸다. 모든 t∈T에 하여 Xt가 취할 수 

있는 가능한 모든 값들의 집합 S를 상태공간이라 한다.  

한 확률과정에서 각각의 t에 Xt(w)값을 응시키는 계

를 표본함수 라 한다.  

    Markov Chain은 상태공간 S 와 시간공간 T가 모두 이

산인 형태를 갖는다. 그리고 미래의 어떤 상태벼화가 재의 

상태에 의해 결정되며, 재의 상태를 알면 과거의 상태들과 

그 변화와 무 한 성질을 갖는 확률과정이다.  이러한 성질

을 Markov Property 라고 부른다.  Markov Property 가 

식 1 에 보이고 있다.

  P(Xn+1=in+1|x0=i0,...,Xn=in)

    = P(Xn+1= in+1|Xn= in)                (1)

Markov Property를 만족하는 확률과정 {Xn: n≥0 } 은 

재 시 을 n 으로 보았을 때 미래 시 은 n+1에서 상태 

Xn+1
은 과거 0, 1, 2, ..., n-1 시 에서의 상태 X0

, X1
, 

..., Xn-1
과는 서로 독립이다.  이때 상태공간은 모두 이산

이고, Xn+1
 은 재시  n 의 Xn에만 의존한다. 이 확률

과정을 Markov Chain 이라고 부른다.  n≥m일 때 확률

과정 {Xn}이 시간 m에서 상태 i 에 있다가 시간 n에서 상

태 j 로 바뀔 확률은 Pij로 표 하면 다음과 같다.

  Pij=P(Xn= j|Xm= i) 

 조건부 확률을 이확률 이라한다. 특히 임의의 m, n 에 

하여 pm,n
ij =P0,n-m

ij
이 성립하면 Pm,nij 을 정상 이확

률 이라고 한다. 이것은 i에서 j로 가는 확률이 출발시   

도착시 과 무 하고, 단지 경과되는 시간에 의존하는 것을 

의미한다.  정상 이확률을 갖는 Markov Chain 은 출발시

 n에서 i상태에 있다가 단계 m에서 j상태가 되는 확률이 

출발시  n과는 계가 없으므로 다음과 같이 표 할 수 있

다. 

  P(Xn+m= j|Xn= i)=P
(m)
ij

이것은 m 단계 이확률이라고 부른다. 1단계 이확률 

P ( 1)
ij

은 편의상 Pij 로 표기하기도 한다. Pij 은 확률값 이

므로 다음이 성립할 수 있다. 

  
Pij≥0( i, j∈S), ∑

j∈S
Pij=1( i∈S)

        P (0)
ij =

1, i= j
0, i≠j

P ij를 원소로 갖는 행렬 P=[Pij ]을  이확률행렬 는 

이행렬이라고 부른다. S={0, 1, 2, ...} 일 때 이행렬은 

다음과 같다.

    P=

ꀎ

ꀚ

︳︳︳︳︳︳︳︳

ꀏ

ꀛ

︳︳︳︳︳︳︳︳

P00 P01 P02 ...
P10 P11 P12 ...
P20 P21 P22 ...
... ... ... ...

 2.1 채 만 콜모고로 의 방정식

Markov Chain 에서는 기 확률변수 X0
의 분포와 이확

률로부터 확률과정 { Xn|n≥0}의 모든 확률 인 정보를 얻

을 수 있다. 이때 X0
를 기분포 라 부른다. 

P(X 0= i0)=pi0로 표기하면 X0,X1,...,Xn의 결합 분포

는 계 P(A∩B) = P(B)P(A|B) 와 Markov 

Property를 용하여 다음과 같이 정리할 수 있다. 

P(Xn=in,...,X0=i0) =

P(Xn= in|Xn-1= in-1)P(Xn-1= in-1|Xn-2= in-2)

   ... P(X1= i1|X0= i0)P(X0= i0)

  = pi0
 Pioi1

 ... P in-1in
                          (2)

식의 마지막 항은 기분포 pi0
와 이확률 Pij에 의하여 

결정된다.  따라서  i0→i1→...→in 을 따라 상태를 옮겨 

갈 확률은 i0에서 출발할 확률에 i0 에서 i1으로 이할 확

률, i1 에서 i2로 이할 확률, ... , in-1
 에서 in 으로 

이할 확률 등을 연속으로 곱하여 구할 수 있다.  이것을 확

장하면 다음을 구할 수 있다.

P (n+m )
ij

=
∑
k∈S
P (n)
ik P

(m)
kj

 ,  n,m≥=0,  i,j∈S  (3)

식 3 을 채 만-콜모고로  방정식 이라 부른다.  이것은 i

에서 출발하여 (n+m) 단계를 거쳐 j 로 갈 확률은 처음 n 

단계에서 임의의 k 상태를 거쳐 나머지 m 단계 동안 j로 

가는 확률과 일치하는 것을 의미한다.  식 3 로부터 다음의 

식들이 성립한다.

  P (n+m)=P (n)∙P (m) 

즉 n 단계의 이행렬은 1 단계의 이행렬을 n 번 곱하는 

것으로 구할 수 있다. n 단계 상태확률은 총 확률 계를 

이용하여 

  
P(Xn= j)= ∑

i 0∈S
P(Xn= j|X0= i0)P(X0= i 0)

             = 
∑
i0∈S
pi0P

(n)
i0j

 

와 같이 표 할 수 있다. 한 담음처럼 표기할 수 있다.
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  P(Xn+m= j,Xn= i) 

    = P(Xn= i)∙P(Xn+m= j|Xn= i)

    = 
∑
i0∈S
pi 0P

(n)
i0iP

(m)
ij

 

 3.2 상태의 분류

어떤 상태 i 가 유한번의 단계를 거쳐 상태 j 로 갈수 있으

면, 즉 P ( n )
ij > 0 인 정수 n≥0 이 존재하면 상태 j 는 

상태 i에서 도달가능 이라고 하고 i→j 로 표기하며, 

p ( 0)ii =1 이라고 한다.  i→j 이고 j→i 이면 i 와 j 는 

상호도달가능 이라 하고 i↔j 로 표기한다. 특히 pii=1이

면 상태 i 로 들어간 이후 계속 그 상태에 있는 것을 의미

하므로 이때의 i 는 흡수상태 라고 한다.  이상을 정리하면 

다음 과 같다.

- 상태공간에서 계 ↔ 는 아래 세 가지 조건을 만족한다.

 (1) i↔i : 반사성

 (2) i↔j 이면 j↔i : 칭성

 (3) i↔j 이고 j↔k 이면 i↔k : 추이성

 세가지 조건을 만족하는 계를 동치 계라고 부른다.  

동치 계는 상태공간 S를 동치류 로 분할한다. 동치류가 하

나인 Markov Chain을 irreducible Markov chain 이라고 하

고, 동치류가 두 개 이상이면 reducible Markov chain 이라

고 한다. irreducible 은 더 이상 나  수 없음을 의미한다. 

irreducible Markov chain은 모든 상태가 서로 상호도달 가

능하다. 

3. Controlled Markov Chain

Controlled Markov Chain 은 동  로그램 기술의 심을 

이루는 부분이다. 앞에서 우리는 Markov Chain의 이확률

에 하여 살펴보았다. 이확률에 하여 제어할 수 있는 

경우 우리는 제어의 목 을 “최 ”으로 한정한다. 다음 제시

되는 게임에서 이확률의 제어가능을 보일 것이다.

 3.1 단순한 게임에서 배 문제

게임에서 고려되는 확률 인 이산문제는 Markov Chain으로 

모델링 할 수 있는 경우가 많다.  우리는 다음과 같은 규칙

을 갖는 단순한 게임을 정의할 것이다.

   게임은 “spin the wheel" 이고 게이머는 3원의 돈으로 

게임을 시작한다. 게이머는 한 게임에서 1원을 베 할 수 있

다. wheel 은 12 개의 숫자가 져 있고, 게이머는 그  

한 숫자를 정한다. wheel은 임의 으로 회 하게 되고, 어느 

시 에 멈추게 된다. 이때 게이머가 이길 확률은 1/12 가 

된다. 만약 게이머가 이기면 3원을 지  받고, 지면 배 한 

1원을 잃는다. 

그림 1 단순한 게임의 배 의 상태 천이도 

0 1 2 3 4
1

1/12 1/12

11/12 11/12 11/12 11/12 11/12

그림 1에 Markov Chian 의 상태 천이도가 보이고 있다. 상

태공간은 {0, 1, 2, 3, 4, ...} 이고, 상태 Xk 는 게이머가 보

유가고 있는 으로 k번째 배  시 의 액을 타나내고 

있다. 기 X0
 = 3 이다. 어떤 상태 i>0 는 두 가지 다음

상태가 가능할 수 있다. 하나는 (i-1) 상태로 게이머가 게임

에서 진 경우이고, 다른 하나는 (i+2) 로 게이머가 이긴 경

우이다. 이긴 경우 배 한 1원을 제외하면 2 만큼의 이득이 

추가된다. 상  0 은 게이머가 돈을 다 잃은 경우로 실효  

종료가 된다. 이것과 간련하여 상태 0에서 self-loop 경로의 

이확률이 1 인 것을 찾을 수 있다.  그림 1 의 천이행렬

은 다음과 같다.

   P = 
ꀎ

ꀚ

︳︳︳︳︳︳︳︳

ꀏ

ꀛ

︳︳︳︳︳︳︳︳

1 0 0 0 0 ...
11/12 0 0 1/12 0 ...
0 11/12 0 0 1/12 0
... ... ... ... ... ...

 

식 (4) 은 chapman-kolmogorov 방정식이다. 

  
Pnij= ∑

all  r
 pmir p

n-m
rj

                         (4)

게이머가 3 번 배 한 이후, 게이머의 돈이 2 배가 될 확률

은 다음과 같다. 

    P[게이머의 돈이 2배, 3번 배  이후] = 

      = P[X 3=6|X0=3]=P3
3,6

식(4)을 이용하여 계산하면 

    P
3
3,6= ∑

∞

r=0
P

3
3,r∙Pr,6

    천이행렬이나 그림1 의 다이어그램을 보면 모든 

r≠4,7에서 Pr6=0, 따라서 다음과 같이 정리할 수 있

다.

  P36 3= P 2
34∙P 46+P

2
37∙P 76

  = P2
34

1
12

+P2
37
11
12

식()를 용하면 다음을 구할 수 있다.

  P
2
34= ∑

∞

r=0
P 3r∙Pr4

모든 r≠2,5에서  P3r=0, 

  P 2
34= P 32∙P 24+P 35∙P 54

 = 22

(12)2

마찬가지로  
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  P 2
37= P 32∙P 27+P 35∙P 57

 = 1

(12)2

이상을 정리하면

  P3
36=

33

(13)3
≈0.019

이 경우 3번의 배  조건을 만족하며 상태 3에서 상태 6 까

지 갈 수 있는 경우는 모두 3 가지 경우가 존재하는 것을 

알 수 있다. 

    3 -> 2 -> 4 -> 6  이때 확률 11/12, 1/2, 1/12

    3 -> 5 -> 4 -> 6  이때 확률 1/12, 11/12, 1/12

    3 -> 5 -> 7 -> 6  이때 확률 1/12, 1/12, 11/12

 3.2 단순한 게임에서 제어를 고려한 배 문제 

3.1의 단순한 게임에서는 게이머가 오직 1가지 종류의 배

만 허용되었다. 이 게임 규칙에서 게이머의 배  규칙에 유

연한 방법을 허용한다. u(i)를 액의 수 라고 하자, 이때 i 

= 1, 2, ... 이다. i = 0 은 보유 액이 없으므로 배 은 없

고, 게임이 종료하게 된다. 이와같이 u(i)는 집합 {1, 2, ..., 

i}에서 임의의 값을 취할 수 있다. 3.1 의 게임은 u(i) = 1 

인 경우에 해당한다. 이때 이확률을 정리하면 다음과 같이 

나타낼 수 있다. 

  P i j =

ꀊ

ꀖ

ꀈ
︳︳

︳︳

1 1
1 2

i fj=i- 1

1
1 2

i fj=i+2

0 o t h e r w i s e

 본 게임에서는 아래의 이확률을 추가로 정의한다. 

P ij=

ꀊ

ꀖ

ꀈ
︳︳

︳︳

11
12

if j= i-1 and i=1,2orj= i-2 and i>2

1
12

if j= i+2 and i=1,2orj= i+4 and i>2

0 otherwise

즉, i≤2 인 경우는 1 원만 배 하고, 기타의 경우에는 2원

을 배 한다. 여 히 실패확률은 11/12 이지만 성공할 경우 

이득은 1/2 확률에서 2u(i) 이다. 

그림 2   배 정책 :  모든 i 에 해  u(i) = 1

0 1 2 3 4
1

1/12 1/12

11/12 11/12 11/12 11/12 11/12

그림 3   배 정책 : i < 2 인 경우 u(i) = 1,  i > 2 인 경우 u(i) = 2 
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그림 3 는 추가된 배 책에서 발생할 수 있는 상태천이를 

보이고 있고, 그림 2 은 기존의 배 정책에서 발생할 수 있

는 생태 천이를 보이고 있다. 

4. 고찰

Markov Chain 의 로 3.1 단순한 게임에서 배 문제를 보

았고, Controlled Markov Chain 의 로 게임 3.2를 보았다. 

Markov Chain 에서는 3번의 배 으로 2배의 이득을 얻을 

수 있는 확률을 구하는 과정을 통하여 기상태 3에서 출발

하는 경우 3 가지 가능한 경로가 있는 것을 알 수 있었고, 

해당하는 확률이 약 0.019 임을 계산해 보았다. 게임 3.2 는 

3.1가 같은 조건에서 배 정책을 확장하고, 이확률을 선택 

가능하게 하 다. 이 경우 그림 2와 그림 3 의 두 가지 상

태천이 다이어그램을 가질 수 있었다. 

5. 결론

단순한 게임에서 배 하는 를 이용하여 선택 가능한 다양

한 이 즉 Controlled Markov chain을 살펴보았다. 제어 

가능한 경우 일반 으로 제어는 “최 ”을 지향한다. 제어

상인 시스템이 동 인 경우 Controlled Markov Chain 즉 

동 로그래 은 보다 효과 으로 동작할 수 있음을 직

으로 알게 해 다. 

  보다 구체 인 동 로그래  문제를 해서 선택기  

값 문제, 경정문제 그리고 최  방정식문제 등의 의 연구가 

필요하다.  
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