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ABSTRACT 

 
The differential equations governing free, in-plane vibrations of non-circular arches with the translational (radial and 

tangential directions) and rotational springs at the ends, including the effects of rotatory inertia, shear deformation and axial 
deformation, are solved numerically using the corresponding boundary conditions. The lowest four natural frequencies for the 
parabolic geometry are calculated over a range of non-dimensional system parameters: the arch rise to span length ratio, the 
slenderness ratio, and the translational and rotational spring parameters.  

1. 서 론 

아치는 각종 구조물에 단위구조로 이용되고 있
어 연구자들에 의해 다양한 조건을 갖는 아치의 
동적 거동, 특히 자유진동에 관한 많은 연구가 이
루어졌다(1-4). 이들 연구들에서는 주로 이상적인 
단부조건(고정, 회전, 자유)을 고려하고 있다. 그러
나 이와 같은 이상적인 단부조건을 실제 구조물에
서 실현하는 것은 매우 어렵다. 따라서 일반적인 
단부조건 즉 단부가 병진스프링 및 회전스프링으
로 지지된 구조부재의 거동 특성을 규명하는 것은 
매우 실제적인 연구라 할 수 있다(5,6).  
이 연구에서는 단부가 곡률중심 및 접선 방향 
스프링과 회전스프링으로 지지된 변화곡률 아치의 
자유진동을 다루고자 한다. 이를 위해 축변형, 회
전관성 및 전단변형 효과를 고려한 변화곡률 아치
의 자유진동에 대한 지배 미분방정식에 포물선 선
형을 적용하고, 대응하는 단부조건을 이용하여 수
치해석한다. 해석결과로서 아치높이 지간길이비, 
세장비 및 단부의 스프링상수 변화에 따른 고유진
동수를 산출한다. 

2. 수학적 모형 

Fig. 1은 균일한 단면을 갖는 탄성지지된 변화곡
률 아치를 나타낸 것이다. 이 그림에서 l , h  및 

( )xy 는 각각 지간길이, 높이 및 아치 선형식이며, 

ρ와 φ는 각각 아치축상 임의점에서의 곡률반경 

 
및 수평축과 곡률반경 방향이 이루는 각도이다. 
그리고 w와 v는 각각 아치축상 임의점에서의 곡
률중심과 접선 방향 변위이며, ψ 와 β는 각각 순
수 휨에 의한 단면회전각 및 전단변형률이다. 또
한 ( )wbwa KK  , 와 ( )vbva KK  , 는 각각 곡률중심과 접선
방향 스프링상수이며, ( )rbra KK  , 는 회전스프링 상
수이다. 

Fig. 1에 보인 아치가 면내에서 자유진동하는 경
우 아치 미소요소에 작용하는 합응력과 관성력의 
동적평형방정식은 식 (1)~(3)과 같다.  

 
0=−+′ tPQN ρ , 0=−−′ rPNQ ρ  (1, 2) 

01 =+−′− TQMρ  (3) 
 
여기서 N , Q  및 M 은 각각 축방향력, 전단력 및 
휨모멘트, rP , tP  및 T 는 각각 곡률중심과 접선 
방향 관성력 및 회전관성우력이며, φdd=)' ( 이다. 
축변형 및 전단변형 효과를 고려하는 경우 아
치 단면에 발생하는 단면력은 식 (4)~(6)과 같이 
진동변위의 항으로 표현할 수 있다. 

 
ψρ ′−= −1EIM , ( ) ψρρ ′++′= −− 21 EIwvEAN  (4, 5) 

( )ρψρβ −−′== − vwkAGkAGQ 1  (6) 
 
위의 식들에서 E와 G는 각각 아치 재료의 탄성
계수와 전단탄성계수, A와 I 는 각각 아치 단면
의 단면적 및 단면2차모멘트, k 는 단면형상에 따
른 상수이다.  
아치가 조화진동을 한다고 가정하면, 아치 미소
요소에 발생하는 단위길이당 관성력 및 회전관성
우력은 식 (7)~(9)와 같다.  

 
wAPr

2ωγ−= , vAPt
2ωγ−= , ψωγ 2IT −=  (7-9) 

 
여기서 γ 는 아치 재료의 밀도, ω는 고유각진동
수이다.  
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Fig. 1 Non-circular arch with elastically constrained ends. 

 
지배방정식을 무차원 형태로 나타내기 위하여
다음의 무차원 변수들을 사용한다. 

 
lhf = , AIls = , EkG=µ  (10-12) 
lx=ξ , ly=η , lρζ =  (13-15) 
lw=δ , lv=λ  (16, 17) 

( )EIAlC ii γω 2= , L,4,3,2,1=i  (18) 
 
위의 식에서 f , s , µ는 각각 아치높이 지간길이
비(rise to span length ratio), 세장비(slenderness ratio)
와 전단계수(shear parameter), iC 는 무차원 고유진
동수(frequency parameter), i는 모드번호이다. 
식 (1)~(3)에 식 (4)~(9)를 대입하고, 식 (10)~(18)
의 무차원 변수들을 이용하면 다음의 지배 미분방
정식을 얻을 수 있다. 

 
( ) ( )λµδζµδζζδ ′++−+′′=′′ −−−− 122211 11 iCs  

( )ψζµζλζζ ′++′− −−−− 2111 s  (19) 

( ) ( ) δζζδµλζµλζζλ ′+′+−−+′′=′′ −−− 12221 1iCs  

µζψψζζψζ +′′+′′− −−−− 2221 2 ss  (20) 

( ) λζµδζµψζµψζζψ 2222221 ssCss i +′−−+′′=′′ −−

 (21) 
 
Fig. 1에 보인 선형이 높이 h , 지간길이 l인 포
물선이라면, 이의 무차원 선형식은 식 (22)와 같이 
쓸 수 있다.  

 
( )14 −−= ξξη f , 10 ≤≤ ξ  (22) 

 
식 (22)를 이용하면 포물선 선형에 대한 φ  및
변화곡률계수 ζ , ζ ′을 다음과 같이 구할 수 있다. 

 
( )[ ]124tan2 1 −−−= − ξπφ f  (23) 

( ) ( )[ ] 2322 1216181 −+= ξζ ff  (24) 

( )[ ] ( )[ ] 2322 121612123 −+−=′ ξξζ f  (25) 
 
Fig. 1에 보인 바와 같이 탄성지지된 아치 좌단
에서의 휨모멘트, 축방향력, 전단력은 각각 다음 
식과 같이 쓸 수 있다.  

ψψρ raKEI =′− −1  (26) 

( ) vKEIwvEA va−=′++′ −− ψρρ 21  (27) 

( ) wKvwkAG wa−=−−′− ρψρ 1  (28) 
 
무차원 변수들을 이용하여 위의 식을 다시 쓰
면 좌단에서의 경계조건식은 식 (29)와 같이 표현
할 수 있다. 

 
0=+′ ψζψ rak  (29a) 

022121 =′+++′ −−− ψζδζλλζ sks va  (29b) 

022121 =−−+′ −− ψµλµζδδµζ ssks wa  (29c) 
 
마찬가지 방법으로 우단에서의 경계조건식을 
구하면 식 (30)과 같다. 

 
0=−′ ψζψ rbk  (30a) 

022121 =′++−′ −−− ψζδζλλζ sks vb  (30b) 

022121 =−−−′ −− ψµλµζδδµζ ssks wb  (30c) 
 
식 (29), (30)에서 rak , rbk , wak , wbk , vak , vbk 는 
무차원 스프링상수(spring parameter)로서 그 내용은 
식 (31)~(36)과 같다.  

 
( )EIlKk rara = , ( )EIlKk rbrb =  (31, 32) 

( )EIlKk wawa
3= , ( )EIlKk wbwb

3=  (33, 34) 

( )EIlKk vava
3= , ( )EIlKk vbvb

3=  (35, 36) 

3. 수치해석 예 및 고찰 

본 연구에서는 식 (19)~(21)의 지배 미분방정식
을 6개의 1계 연립 미분방정식으로 변환하여 초기
치 문제로 형성한 후 좌단의 경계조건식을 이용하
여 Runge-Kutta법으로 수치적분하였으며, 식 (30)
에 보인 우단의 경계조건식을 만족하는 고유치를 
계산하였다. 대상 구조에 대한 무차원 고유진동수
를 결정하기 위하여 시행착오적 행렬값 탐사법을 
적용하는 과정에서 Regula-Falsi법을 이용하였다. 
이 논문에서는 아치 선형으로 식 (22)로 표현되는 
포물선을 택하였으며, 제변수 변화에 따른 최저차 
4개의 무차원 고유진동수를 구하여 그 결과를 Fig. 
2~10에 수록하였다.  

Fig. 2~4는 세장비 60=s , 전단계수 3.0=µ 인 
경우 아치높이 지간길이비에 따른 무차원 고유진
동수의 변화, Fig. 5~7은 아치높이 지간길이비 

2.0=f , 전단계수 3.0=µ 인 경우 세장비에 따른 
무차원 고유진동수의 변화를 나타낸 것이다.  

Fig. 2와 Fig. 5는 == vawa kk 710== vbwb kk 일 때, 

== rbra kk 0, 10, 100, 710 에 대한 결과이다. 여기서 

rbra kk = 가 각각 “0”과 “ 710 ”인 경우 “회전-회전”과 
“고정-고정”의 고전적인 단부조건과 대응된다.  
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Fig. 2 Effect of f  on frequency. 60=s ; 3.0=µ ; =wak  

710=== vbwbva kkk ; == rbra kk 0, 10, 100 and 710 . 
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Fig. 3 Effect of f  on frequency. 60=s ; 3.0=µ ; =wak  

710== rava kk ; === rbvbwb kkk 0, 500, 5000 and 710 . 
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Fig. 4 Effect of f  on frequency. 60=s ; 3.0=µ ; =wak  

710== rava kk ; =rbk 0; == vbwb kk 0, 500, 5000 and 710 . 
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Fig. 5 Effect of s  on frequency. 2.0=f ; 3.0=µ ; =wak  

710=== vbwbva kkk ; == rbra kk 0, 10, 100 and 710 . 
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Fig. 6 Effect of s  on frequency. 2.0=f ; 3.0=µ ; =wak  

710== rava kk ; === rbvbwb kkk 0, 500, 5000 and 710 . 
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Fig. 7 Effect of s  on frequency. 2.0=f ; 3.0=µ ; =wak  

710== rava kk ; =rbk 0; == vbwb kk 0, 500, 5000 and 710 . 
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Fig. 8 Effect of 

rbra kk =  on frequency. 60=s ; 3.0=µ ;  
710==== vbwbvawa kkkk ; =f 0.1 and 0.2. 
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Fig. 9 Effect of 

rbvbwb kkk ==  on frequency. 60=s ; 
3.0=µ ; 710=== ravawa kkk ; =f 0.1 and 0.2. 
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Fig. 10 Effect of 

vbwb kk =  on frequency. 60=s ; 3.0=µ ; 
710=== ravawa kkk ; 0=rbk ; =f 0.1 and 0.2. 

Fig. 3과 Fig. 6은 710=== ravawa kkk 일 때, =wbk  

== rbvb kk 0, 500, 5000, 710 에 대한 결과이며, Fig. 4
와 Fig. 7은 710=== ravawa kkk , 0=rbk 일 때, =wbk  

=vbk 0, 500, 5000, 710 에 대한 결과이다. Fig. 3과 
Fig. 6에서 rbvbwb kkk == 가 각각 “0”과 “ 710 ”인 경
우 “고정-자유”와 “고정-고정”의 고전적인 단부조
건, Fig. 4와 Fig. 7에서 vbwb kk = 가 각각 “0”과 
“ 710 ”인 경우 “고정-자유”와 “고정-회전”의 고전적
인 단부조건과 대응된다. Fig. 2~7에서 고전적인 단
부조건과 대응하는 조건에 대한 해석결과는 문헌
의 결과와 거의 일치함을 알 수 있었다. 

Fig. 8~10은 세장비 60=s , 전단계수 3.0=µ 인 
경우 rbra kk = ( 710==== vbwbvawa kkkk ), == vbwb kk  

rbk ( 710=== ravawa kkk ), vbwb kk = ( 710=== ravawa kkk , 

0=rbk ) 변화에 따른 무차원 고유진동수의 변화를 
나타낸 것이다. 이 그림들에서 실선은 1.0=f , 일
점쇄선은 2.0=f 에 대한 결과이다.  

4. 요 약 

이 논문에서는 단부가 곡률중심 및 접선 방향 
스프링과 회전스프링으로 지지된 포물선 아치의 
자유진동에 대한 지배 미분방정식을 수치해석하여 
최저차 4개의 고유진동수를 산출하였다. 축변형, 
회전관성 및 전단변형 효과를 고려한 지배방정식
을 채택하였으며, 해석 예에서는 아치높이 지간길
이비, 세장비 및 단부의 스프링상수 변화에 따른 
고유진동수의 변화를 고찰하였다.  
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