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Abstract  - 본 논문에서는 통계적 파라미터 불확실성을 포함한 시변 
선형 불확정 시스템에 대한 강인 칼만필터링 문제를 고려한다. 최소자승 
관점에서 정의된 공칭 칼만필터링 문제의 목적함수를 파라미터 불확실
성의 통계적 특성을 이용하여 가용한 측정행렬의 함수로 표현하고, 이로
부터 근사화된 선형공간 위로의 사교사영으로 해를 도출할 수 있음을 
보인다. 최종적으로 벡터 최소자승 추정기법을 동일하게 적용하여, 순환 
강인 칼만필터식을 유도하고, 유도된 강인 칼만필터 식이 최근 제안된 
강인 최소자승 추정식에 공정잡음 및 측정잡음 분산을 반영한 보완된 
형태임을 확인한다.  

1. 서    론

  확률-통계적 관점이나 최소자승 추정 관점 등의 다양한 상태추정기 
설계 관점에서 볼 때, 칼만필터는 선형 동적 시스템의 상태추정 문제에 
대한 최적해를 제공한다[1-2]. 칼만필터가 최적 상태추정치를 제공하기 
위해서는 주어진 시스템 모델에 파라미터 불확실성이 존재하지 않고, 
외부 잡음의 통계적 특성이 정확히 알려져 있다는 기본 가정을 필요로 
한다. 하지만, 실제 시스템에 대한 제어 및 신호처리 관련 문제에 있어
서 이러한 가정이 만족되는 상황은 극히 드물다. 필터 설계를 위해 주
어진 시스템 모델이 파라미터 불확실성을 포함하고 있는 경우, 추정오
차가 증가하거나 심지어는 필터가 발산할 수도 있다[3-6]. 
  파라미터 불확실성에 의한 문제를 해결하기 위해, 지난 십여 년간 다
양한 형태의 강인 칼만필터링 기법들이 개발되어왔다. 이들은 대부분 
시스템 모델 내에 포함된 파라미터 불확실성이 존재하는 범위의 상한을 
생각하고, 이를 필터링을 위한 목적함수를 재설정하는 데 사용하였다. 
즉, 불확실성에 의한 영향을 고려하여 목적함수의 상한을 설정하고, 이
의 최소화 문제를 고려하는 방법을 고안하였다[3,4]. 하지만, 이러한 방
법은 넓은 영역의 파라미터 불확실성을 고려함으로써 강인성 확보에 치
중한 나머지 지나치게 보수적인 추정성능을 제공한다는 한계를 지니고 
있다. 최근에는 이러한 문제를 해결하기 위해 파라미터 불확실성의 통
계적 특성을 활용한 강인 최소자승 추정기법[6]이 제안된 바 있다. 파
라미터 불확실성이 존재하는 경우, 공칭 최소자승 추정치에 환산계수오
차(scale- factor error)가 포함된다는 사실을 밝혀내고, 이를 통계적으
로 근사하여 보상함으로써 강인 상태추정치를 획득하는 방법이 도입되
었다. 강인 최소자승 추정기법은 정상상태에서 우수한 추정성능을 제공
함에도 불구하고, 공정잡음과 측정잡음 분산을 필터링 식에 반영하지 
못함으로써 과도상태에서의 필터의 수렴특성을 설계자가 조정할 수 없
다는 한계를 지니고 있었다.   
  본 논문에서는 기존 강인 최소자승 필터의 한계를 극복하기 위하여 
기하학적 관점에서 강인 칼만필터 문제를 고려한다. 일반적인 공칭 칼
만필터식이 측정행렬의 열공간 위로의 정사영을 이용해 해를 도출하는 
것임에 착안하여, 동일한 기하학적 개념을 강인 칼만필터식을 유도하는 
데 적용하도록 한다. 다만, 측정행렬에 포함된 통계적 파라미터 불확실
성이 왜곡된 열공간을 형성하게 하므로, 이에 의한 추정오차를 보상하
는 방안을 고려하여야 한다. 추정오차의 보상 개념은 기본적으로 기존
의 강인 최소자승 필터와 유사하나, 접근 방법에 있어서는 다소간의 차
이가 있다. 우선, 공칭 칼만필터의 목적함수를 오차를 포함하고 있는 측
정행렬과 통계적 파라미터 불확실성으로 재구성하고, 이를 통계적으로 
근사하여 새로운 목적함수를 정의한다. 유도된 강인 칼만필터 목적함수
의 형태로부터 오차가 포함되지 않은 측정행렬의 열공간을 근사적으로 
재구성 하는 방법을 생각한다. 즉, 오차가 포함된 측정행렬 열공간 위로
의 정사영 대신, 추정된 측정행렬 열공간 위로의 사교사영으로 강인 칼
만필터링 문제의 해를 정의한다. 최종적으로, 반복 사교사영을 통해 유
도된 순환 강인 칼만필터가 기존의 강인 최소자승 추정기와 동일한 오
차보상 개념을 포함하고 있으며, 공정잡음 및 측정잡음 분산을 필터식
에 반영함으로써 필터 설계변수 조정을 통해 효과적으로 과도상태 응답
특성을 결정할 수 있는 형태로 확장되었음을 확인하도록 한다. 

2. 정사영을 이용한 순환 공칭 칼만필터

  2.1 벡터 최소자승 추정문제

  일반적인 정규 최소자승 벡터추정 문제는 다음과 같은 목적함수의 최
적화문제로 귀결된다. 

 
        (1) 

여기서, 는 정규화를 위해 추가된 항이며, 계수행렬 는 양한정 
대칭행렬로, 계수행렬 는 반양한정 대칭행렬로 가정한다. 는 추정하
고자 하는 벡터이고, 측정행렬 와 측정치벡터 는 상태추정을 위해 
주어진 값이다. 
  식 (1)의 최소화문제의 해, 즉 정사영에 의해 계산되는 최소자승 상태
추정치는 다음과 같이 정의된다. 

              (2)

  2.2 최소자승 관점에서 유도된 순환 공칭 칼만필터

  순환식 형태의 공칭 칼만필터는 이노베이션 시퀀스의 직교성과 유일
성을 이용하여 손쉽게 유도할 수 있다. 이는 기하학적인 개념에 근간한 
최소자승 관점에서 볼 때, 측정행렬에 의해 특정되어지는 열공간 위로
의 정사영을 반복적으로 계산하는 것과 동일한 개념이다. 위의 벡터 최
소자승 개념은 선형 확률 동적 시스템에도 동일하게 적용되어 공칭칼만
필터를 유도하는데 유용하게 사용할 수 있다. 우선, 다음과 같은 선형 
확률 동적 시스템을 고려하자. 

     
       (3)

여기서 외부에서 유입된는 잡음 와 는 상호상관성이 없는 영평균 

백색잡음으로 분산이 각각  라고 가정한다. 

최소자승 관점에서 칼만필터를 유도하기 위해, 특정 시점에서 사후추정

치 와 사후 추정치의 오차 공분산 행렬 이 주어져 있다고 가정

하자. 이제, 새로운 측정치  이 필터링을 위해 주어진 상황에서 상

태추정치 를 추정하는 문제를 고려하자. 이를 정규 최소자승 추정문

제로 기술하면 다음과 같다.

   
  

      
     (4)

식 (4)의 최소화 문제는 주어진 사후추정치 가 포함하고 있는 추정

오차를 새로운 측정치  을 이용해 줄이기 위한 과정으로 해석할 수 

있다. 오차 개선은 정규화된 잔류치(residual)의 놈의 제곱을 최소화 함
으로써 이루어진다. 식 (1)의 벡터 추정문제와 최소자승 추정치 (2)의 
형태를 이용하여 식 (4)의 선형 확률 동적 시스템에 대한 상태추정 문제
의 해를 얻을 수 있다. 식 (1)과 (4)를 비교하면 다음과 같은 대응관계
가 존재함을 알 수 있다. 

 ↦



 


 




  ↦    
  ↦




 




  

 
 
   (5)

 ↦        ↦  
 

따라서, 최소자승 추정치 (2)로부터 다음 결과를 얻는다. 



 




  


 




 




 
  

 


 

  
 

   
      (6)

  시점에서의 사후추정치는    ≡
  

 로 정

의하였다. 식 (6)을 다시 쓰면, 
   

 


×

 
  

     
   

  (7)
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식 (7)에서 사후추정치 와 오차공분산 행렬 가 각각 다음과 같

은 시간 전파식(time update equation)을 만족한다고 하면, 
  

    


         (8)

식 (7)의 필터식은 식 (9)로 다시 쓸 수 있다.  
      

  
    

  ×

    
  

    

       (9)

행렬반전정리(matrix inversion lemma)를 적용하여 위의 식을 정리하면, 
   

   
   

  
    

  ×

 
  

     
  

 (10)

정사영을 이용해 정의되는 최소자승 추정치로부터 유도된 식 (10)으로
부터 공칭 칼만필터의 측정치 갱신식(measurement update equation)
을 얻을 수 있다. 
   

     
  

     
    (11)

      
  

               (12)

3. 사교사영을 이용한 순환 강인 칼만필터

  3.1 강인 칼만필터링 문제 및 기하학적 의미

  상태추정을 위해 주어진 선형 확률 동적 시스템 (3)을 다음과 같이 
다시 쓸수 있다.  

  


    
  

           (13)

여기서 는 파라미터 불확실성을 포함하고 있지 않은 미지의 측정행

렬, 는 센서 등에 의해 측정된 측정행렬, 는 
가 포함하고 있

는 측정잡음, 즉 통계적 파라미터 불확실성으로 구성된 행렬을 의미한
다. 는 영평균이며 다음 조건을 만족하는 것으로 가정한다. 


 

 
  

     (14)
통계적 파라미터 불확실성을 포함하고 있는 측정행렬 만이 주어져 

있는 경우, 최소자승 관점에서 불확실성에 의한 영향을 최소화하는 상태

추정치 를 찾는 문제를 강인 칼만필터 문제로 정의한다. 정의에 의

해   이 만족되므로, 공칭 칼만필터링 문제의 목적함수 

(3)을 다음과 같이 다시 쓸 수 있다. 





 




 


 


⊕





  
     





  (15)

목적함수 (15)는 통계적 파라미터 불확실성 를 포함하고 있으므로, 

이를 최소화시키는 최소자승 추정치를 찾는 것은 현실적으로 불가능하
다. 따라서 공칭 칼만필터링 문제의 목적함수 에서 를 포함하는 

항을 식 (14)의 통계적 특성을 이용하여 근사한 것을 강인칼만필터링 문
제의 목적함수로 고려한다.  

 



 




 


 


⊕





 



 






 


 


 


 ⊕ 

 


  (16)

공칭 칼만필터링 문제의 해가 전술한바와 같이 파라미터 불확실성을 포
함하고 있지 않은 행렬 의 열공간 위로의 정사영에 의해 산출되는 

반면, 근사화된 목적함수 (16)의 최소화 문제에 대한 해는 행렬 의 

열공간을 가용한 측정행렬 와 의 통계적 특성을 이용하여 근사

한 선형공간 위로의 정사영에 의해 얻어지게 된다. 이는 통계적 파라미
터 불확실성 에 의해 유발되는 추정오차를 보상하기 위한 것이다. 

기하학적 관점에서 볼 때, 강인 칼만필터식은 식 (16)의 최소화 해를 산

출하기 위해 측정행렬 의 열공간 위로의 정사영 대신 추정된 선형 

공간으로의 사교사영을 반복적으로 산출하는 과정으로 해석될 수 있다.  

  3.2 사교사영 개념을 이용하여 유도된 순환 강인 칼만필터

  목적함수 (16)을 최소화하는 해는 2.1절의 벡터 최소자승 추정기법에 
의해 손쉽게 계산된다. 식 (1)과 식 (16)을 비교하면, 다음과 같은 대응
관계를 얻을 수 있다. 

 ↦



 


 




  ↦



 


   





  ↦



 




  

 
 
  (17)

 ↦



 


 


     ↦




 


 

  

  
식 (2)로부터, 




 




  


 




 




 
  

  
 


 

  
  

 
×





 


   

  
  


 (18)

위의 식에서 시점에서의 사후 추정치는 다음과 같이 정의하였다. 
   

  
  (19)

식 (18)를 식 (18)에 대입하여 정리하면, 
   

   
  

    
 

   

 
  

 (20)

여기서 공칭 칼만필터식의 경우와 마찬가지로 다음과 같이 시간 전파식
을 정의하였다. 

  
    


        (21)

식 (20)을   에 대해서 재정리한 후 

     
 

 
       

  ×

    
  

    

 (22)

결과식 (22)에 행렬반전정리를 적용하면, 다음과 같이 강인 칼만필터의 
측정치 갱신식을 얻을 수 있다. 

        
    

 

 
  ×

  
 

  

(23)

식 (22)로부터 식 (23)을 유도하는 과정에서 사용된 사후추정오차 공분
산 갱신식의 정의는 다음과 같다.  

  
   

  

 
            (24)

통계적 파라미터 불확실성에 대한 강인 칼만필터 식 (21), (23), (24)는 
공칭 칼만필터식 (8), (11), (12)와 비교했을 때, 시간전파식은 동일한 
반면, 측정치 갱신식에는 약간의 수정이 가해졌음을 알 수 있다. 즉, 사
후추정치를 산출하기 위한 식 (23)에서는 환산계수오차의 보상항
(   )이 추가되었으며, 사후추정오차 공분산 갱신식 (24)에서는 

통계적 파라미터 불확실성  에 의해 유발되는 오차의 영향

(  )만큼 추정오차공분산이 커지는 효과가 반영되었다. 이는 최근 발

표된 바 있는 강인 최소자승 추정기 [5]과 동일한 결과이다. 제안된 강
인 칼만필터식은 공정잡음 분산과 측정잡음 분산을 필터식에 반영할 수 
있다는 측면에서 강인 최소자승 추정기 [5]의 확장된 형태라고 할 수 있
다. 즉, 본질적으로 강인 최소자승 추정식과 제안된 강인 칼만필터식은 
동일한 결과를 제공하며, 추정오차의 가중 영평균 특성 등도 동일함을 
유추할 수 있다. 

3. 결    론

  측정행렬에 통계적 파라미터 불확실성이 포함된 시변 선형 시스템에 
대한 강인 칼만필터링 문제의 해를 제시하였다. 기존의 공칭 칼만필터
가 최소자승 해를 산출하기 위해 정사영을 반복적으로 수행한다는 점에 
착안하여, 통계적 파라미터 불확실성이 유발하는 추정오차를 반복적인 
사교사영을 산출함으로써 보상하도록 하였다. 이를 위해, 공칭 칼만필터
의 목적함수를 통계적 파라미터 불확실성의 특성을 고려하여 근사하고, 
이를 강인 칼만필터의 새로운 목적함수로 설정하였다. 새로운 목적함수
로부터 사교사영을 위한 근사화된 선형공간을 정의할 수 있음을 확인하
였다. 최종적으로, 벡터 최소자승 추정개념을 적용하여 순환 강인 칼만
필터식을 획득하는 과정과 그 결과를 제시하였다. 
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