
서 론1.

유한요소법을 이용하여 구조물의 자유진동을 정확하게

해석하기 위해서는 해석 대상 구조물을 많은 자유도를 가

지도록 분할하여 모델링할 필요가 있다 그러나 이 경우에.

는 수치 계산을 수행할 때 계산 시간이나 계산에 사용될

기억용량이 급증하게 된다.

저자들은 이러한 유한요소법의 취약점을 극복하기 위한

방안으로 유한요소 전달강성계수법을 개발하였다 이 방법- .

은 유한요소법의 요소 모델링 과정은 그대로 이용하나 유

한요소법에 사용되는 고유치해석 대신에 동강성계수행렬을

전달하는 전달강성계수법의 기본 개념을 채용한 진동해석

기법이다 지금까지 유한요소 전달강성계수법으로 평판의. -

굽힘진동 해석과 구조해석 등에 적용하여 그 유효성을 확

인한바 있다(1)~(3) 그러나 지금까지의 해석 대상 구조물은.

모두 길이와 폭이 일정한 직사각형 평판이었다 구조물의.

설계 및 제작 시에 이용되는 평판은 다양한 형상을 가지므

로 이러한 다양한 형상의 구조물에 본 해석 알고리즘을 적

용할 경우에는 전달과정에서 동강성계수행렬의 크기가 수

시로 변하게 된다.

본 연구에서는 유한요소 전달강성계수법을 이용하여 다-

양한 형상을 갖는 일반적인 평판의 면내 자유진동 해석을

수행하기 위한 알고리즘을 정식화한다 그리고 수치계산 모.

델에 대하여 유한요소 전달강성계수법으로 자유진동 해석-

을 수행한 후 기존의 유한요소법의 계산 결과와의 비교를

통해 본 해석기법의 유효성을 확인한다.

평판의 면내 자유진동해석 알고리즘2.

유한요소 전달강성계수법을 이용하여 에 나타낸 일- Fig. 1

반적인 평판을 대상으로 면내 자유진동 해석 알고리즘을 정

식화한다.

모델링2.1

평판은 축과 축에 평행한 직선과 대각선에 의해 다수X Y

의 삼각평판요소로 분할된다 본 연구에서 전달의 방향을. X

축으로 정할 경우 축에 평행한 분할선을 절선, Y (nodal line)

이라 부르고 가장 좌측의 절선을 절선 가장 우측의 절선, 1,

을 절선 이라 한다 절선으로 나누어진 평판의 각 영(n+1) .

역을 스트립 이라 하면 의 평판은 좌측에서 우(strip) , Fig. 1

측까지 총 개의 스트립으로 구성된다n .

각 선들의 교차점은 삼각평판요소의 절점이 되고 각 절점
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은 축과 축 방향의 자유도를 가진다 그리고 각 절점은X Y 2 .

기초로부터 평판을 지지하는 기초지지스프링이 부착되어 있

는 것으로 고려한다.

h

line
nodal

strip 1 i i+1 n

1 2 i+1 i+2 n n+1i

P1 Pi+1 Pn+1

X

Y

평판의 경계조건은 해당 절점의 기초지지스프링으로 모델

링한다 예를 들면 한 절점이 구속되어 있다면 축과 축. , , X Y

방향으로 무한대의 스프링상수 값을 갖는 기초지지스프링이

해당 절점을 지지하는 것으로 모델링한다.

삼각평판요소와 스트립의 질량 및 강성행렬2.2

는 개의 절점과 총 자유도를 갖는 삼각평판요소Fig. 2 3 6

이다 각 절점. (j = 1, 2, 3  의 변위벡터) d̂ j는 축과 축X Y

방향의 절점변위 u와 v로 구성되고 각 절점의 힘벡터, f̂  j

는 축과 축 방향의 절점력X Y fx 와 fy로 구성된다.

node 3

node 2

X

Y

node 1

(x , y )1

(x , y )3

(x , y )21 2

3

밀도가 ρ 탄성계수가, E  프아송비가, ν 두께가, h 면적,

이 A인 절점 삼각평판요소의 질량행렬3 (M̂ 과 강성행렬)

(K̂ 은 유한요소해석을 통해 다음식과 같이 구할 수 있다)
(4).

ˆ (1)

여기서 α = ρAh/12  이다.

ˆ (2)

여기서 = Eh/8A (1 − ν2 )  이고 나머지 강성행렬의 요,

소는 다음과 같다.



(3)

에 나타낸 임의의 번째 스트립은 좌측 절선에 개Fig. 1 i m

의 절점을 가지고 우측 절선에 개의 절점을 가지며(m-1)

다수의 삼각평판요소로 구성된다 유한요소해석의 조립과정.

을 통해 식 과 에 나타낸 삼각평판요소의 질량행렬과(1) (2)

강성행렬을 가지고 스트립의 질량행렬(M i 과 강성행렬)

(K i 을 각각 구한다 따라서 스트립의 동강성행렬) . (D i 은)

식 와 같이 나타낼 수 있다(4) .

f̃ i = D i  d̃ i  (4)

여기서

D i = K i − ω2  M i =
A i B i
 tB i C i

  ,        

˜ ˜ ˜ ˜ ˜ ˜

˜ ˆ ˆ ˆ

˜ ˆ ˆ ˆ

˜ ˆ ˆ ˆ

˜ ˆ ˆ ˆ

(5)

이고 는 각진동수 하첨자 는 번째 스트립을 뜻하고 상, , i i ,ω

첨자 과 은 각각 스트립의 좌측과 우측을 의미한다 그리L R .

고 상첨자 는 행렬의 전치 를 뜻한다 부분행렬t (transpose) .

A i및 C i는 각각 및 의 행과 열을 갖는 정방2m 2(m-1)

행렬이 되고 부분행렬, B  i는 의 행과 의 열을2m 2(m-1)

갖는 행렬이 된다.

절선강성계수행렬의 전달식2.3

절선에서 좌측과 우측의 변위벡터는 연속이므로 동일하나

힘벡터는 기초지지스프링이 존재할 경우 달라지므로 하나의

절선을 절선 좌측과 절선 우측으로 나누어서 생각한다.

절선 의 우측에서 힘벡터i (f  i 와 변위벡터) (d i 사이의)

관계를 절선강성계수행렬(S  i 을 이용하여 다음식과 같이)

정의한다.

f i = S i  d i (6)

여기서 절선 에 개의 절점이 존재할 경우i m , S  i는 의2m

행과 열을 갖는 정방행렬이 된다.

절선 의 좌측에서 힘벡터(i+1) (f i + 1 와 변위벡터) (d i + 1)

사이의 관계를 절선강성계수행렬(S i + 1 을 이용하여 다음식)

과 같이 정의한다.

f i + 1 = S i + 1  d i + 1 (7)

절선 의 우측에서 힘벡터(i+1) (f i + 1 와 변위벡터) (d i + 1)

사이의 관계를 절선강성계수행렬(S i + 1 을 이용하여 다음식)

과 같이 정의한다.

f i + 1 = S i + 1  d i + 1 (8)

그리고 절선 에 개의 절점이 존재할 경우(i+1) (m-1) ,

S i + 1 및 S i + 1는 각각 의 행과 열을 갖는 정방행2(m-1)

렬이 된다.

스트립의 관점에서 절선의 관점으로 전환하면 식 의(4)

동강성행렬(D i 은 다음과 같은 부분행렬로 나타낼 수 있다) .

(9)

식 과 식 로부터 다음 식을 유도할 수 있다(6) (9) .

d i = V i  d i + 1 (10)

여기서

(11)



이다.

식 으로부터 다음식과 같은 절선강성계수행(7), (9), (10)

렬의 전달식을 유도할 수 있고 이 식을 필드 전달식, (field)

이라 부른다.

(12)

절선 선상의 임의의 절점 에 기초지지스프링(i+1) j

이 존재하면 절선 에서 힘의 평형식은 다, i+1

음식과 같다.

(13)

여기서 기초지지스프링의 스프링상수로 구성되는 포인트 강

성행렬 은 대각행렬로써 다음 식과 같다.

(14)

식 로부터 다음식과 같은 절선강성계수행렬(7), (8), (14)

의 전달식을 유도할 수 있고 이 식을 포인트 전달식, (point)

이라 부른다.

(15)

식 를 식 에 대입하면 다음 식과 같은 절선강성(12) (15)

계수행렬의 필드 포인트 전달식을 유도할 수 있다- .

(16)

진동수 방정식과 고유모드의 계산2.4

좌단의 경계조건을 절선 의 기초지지스프링으로 모델링1

하면 절선 좌측의 힘벡터1 는 해석적으로 영벡터가 된

다 따라서 식 과 의 에 을 대입한 식으로부터 절. (8) (13) i 0

선 우측의 강성계수행렬1 을 다음 식과 같이 구할 수

있다.

(17)

식 을 시작으로 식 의 에 을 순차적(17) , (16) i 1, 2, , n…

으로 대입하면 전달과정을 통해 최종적으로 우단끝단인, ( )

절선 우측의 강성계수행렬(n+1) 을 계산할 수 있

다.

우단에서도 경계조건을 절선 의 기초지지 스프링으(n+1)

로 모델링하면 절선 에서(n+1) 은 해석적으로 영벡

터가 된다 식 의 에 을 대입한 식으로부터 다음 식을. (8) i n

구할 수 있고,

f n + 1 = S n + 1  d n + 1 = 0 (18)

따라서 식 로부터 다음 식과 같은 진동수 방정식을 유(18)

도할 수 있다.

S n + 1 (ω ) = 0 (19)

고유모드는 고유진동수를 먼저 구한 후 식 로부터, (18)

마지막 절선의 변위벡터를 계산 한 후 나머지 절선의 변위,

벡터는 식 으로부터 우단에서 좌단으로 전달하면서 계(10)

산한다 모든 절선의 변위벡터를 구한 후 변위벡터 중에서. ,

최대값을 로 정규화한다1 .

수치계산 결과 및 검토3.

사각평판의 면내 자유진동 해석3.1

수치계산에 사용된 첫번째 모델은 직사각형 평판으로써

가로 및 세로방향의 길이가 각각 이고60.96 m, 15.24 m ,

두께가 종탄성계수가 프아송비0.02289 m, 34.474 GPa,

가 이다 평판은 밑변과 높이가 동일한 직각삼각형 평0.11 .

판요소로 구성되고 은 계산 모델을 개의 스트립으, Fig. 3 20

로 모델링한 것이다.

X

Y

사각평판을 다양하게 분할하여 모델링한 후 유한요소 전-

달강성계수법과 유한요소법으로 고유진동수와 고유모드를

계산한 결과는 완전히 일치하였다 따라서 유한요소 전달강. -

성계수법이 사각평판의 면내 자유진동 해석에서도 신뢰성

있는 계산 결과를 제공해 줌을 알 수 있었다 은 스. Table 1

트립의 개수에 따라 계산된 고유진동수를 보여준다 스트립.

의 개수가 증가할수록 고유진동수가 수렴해 가고 있음을 알

수 있다.



Mode
Number of strips

8 16 24 32 40

1 6.630 5.438 5.176 5.080 5.034

2 31.952 27.950 26.704 26.231 26.004

3 33.091 31.978 31.966 31.962 31.960

4 76.205 65.042 62.118 60.972 60.412

5 97.195 96.178 95.977 95.905 95.870

는 양 방법의 계산 소요 시간을 비교한 것이다 여Fig. 4 .

기서는 스트립의 수가 일 때 유한요소 전달강성계수법으로8 -

계산하는데 소요된 시간을 기준으로 하여 계산 시간을 비교

하였다 스트립의 수가 증가할수록 유한요소법의 계산 소요.

시간은 급격히 증가하였지만 유한요소 전달강성계수법은 상-

대적으로 그 증가폭이 작았다 따라서 정도가 높은 고유진.

동수를 구할 경우 유한요소 전달강성계수법이 유한요소법보-

다 효과적임을 확인할 수 있었다.

는 스트립 수가 인 계산모델에 대하여 차부터Fig. 5 20 1

차까지의 고유모드를 계산할 결과이다 차 및 차 모드는3 . 1 2

면내 굽힘 진동모드이고 차 모드는 종방향의 진동모드를, 3

나타내고 있다.

삼각평판의 면내 자유진동 해석3.2

두번째 수치계산 모델은 삼각형 평판으로써 가로 및 세로

방향의 길이가 모두 이고 두께가 종탄성계수가5 m , 1 cm,

프아송비가 이다 평판은 밑변과 높이가 동일206 GPa, 0.3 .

한 직각삼각형 평판요소로 구성되고 은 계산 모델을, Fig. 6

개의 스트립으로 모델링한 것이다10 .

X

Y

Mode
Number of strips

5 10 20 30 40

1 169.25 157.36 153.50 152.69 152.40

2 350.48 337.00 327.30 324.52 323.42

3 423.50 379.70 368.10 366.02 365.28

4 776.41 633.75 577.55 563.89 558.54

5 809.79 762.28 750.16 747.50 746.46

6 926.55 881.19 827.71 803.46 793.75

7 1122.96 939.68 874.63 871.09 869.90

8 1238.15 1037.43 988.06 969.36 959.86



삼각평판을 다양하게 분할하여 모델링한 후 유한요소 전-

달강성계수법과 유한요소법으로 고유진동수와 고유모드를

계산한 결과는 완전히 일치하였다 따라서 유한요소 전달강. -

성계수법이 과 같이 전달과정에서 강성계수행렬의 크Fig. 6

기가 변해도 신뢰성 있는 계산 결과를 제공해 줌을 알 수

있었다.

는 스트립의 개수에 따라 계산된 고유진동수이다Table 2 .

스트립의 개수가 증가할수록 고유진동수가 수렴해 가고 있

음을 알 수 있다.

은 스트립 수가 인 계산모델에 대하여 차 및Fig. 7 20 1 2

차 고유모드를 계산할 결과이다.

결론4.

본 연구에서는 다양한 형상을 갖는 평판에 적용할 수 있

는 면내 자유진동을 해석 알고리즘을 유한요소 전달강성계-

수법으로 정식화하였다.

사각평판의 면내 자유진동 해석에 유한요소 전달강성계-

수법과 유한요소법을 적용하여 수치 계산을 수행하였고 그,

결과 정도가 높은 고유진동수를 계산하기 위해서는 평판의

분할수를 증가시켜야 하고 이 경우에 유한요소 전달강성계-

수법이 신뢰성 있는 계산 결과를 제공하며 계산 시간의 면

에서 유한요소법보다 효과적임을 확인하였다.

삼각평판의 면내 자유진동 해석을 통해서도 유한요소 전-

달강성계수법이 효과적인 진동해석 기법임을 확인할 수 있

었고 특히 평판의 폭이 변하여 강성계수행렬의 크기가 전,

달과정에서 변함에도 불구하고 수치계산 시에 전혀 문제가

없음을 확인할 수 있었다 따라서 다양한 형상의 평판 구조.

물에 유한요소 전달강성계수법을 적용 가능함을 알 수 있-

었다.
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