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ABSTRACT

  In this paper a dynamic behavior(natural frequency) of a cracked cantilever beam subjected to follower force is  

presented. In addition, an analysis of the flutter and buckling instability of a cracked cantilever beam subjected to a 

follower compressive load is presented. Based on the Euler-Bernouli beam theory, the equation of motion can be 

constructed by using the Lagrange's equation. The vibration analysis on such cracked beam is conducted to identify the 

critical follower force for flutter insstability based on the variation of the first two resonant frequencies of the beam. 

Besides, the effect of the crack's intensity and location on the flutter follower force is studied. The crack section is 

represented by a local flexibility matrix connecting two undamaged beam segments. The crack is assumed to be in the 

first mode of fracture and to be always opened during the vibrations. 
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 1. 서 론

  집  종동력(concentrated follower force)을 받는 보의 

동  안정성에 한 연구는 오랜시간 많은 연구자들로부터 

연구되어져 왔다. 이러한 종동력을 받는 보의 동  안정성 

해석은 비보존계의 안정성 문제로써 그 표 인 로 

Beck(1)의 기둥문제를 들 수 있다. , 구조손상의 하나인 

크랙은 구조물의 진동특성과 안정성을 변화시켜 구조물의 

불안정  괴를 유발하는 주요 원인이 된다. 따라서 보의 

끝단에 집  종동력을 받는 보에 크랙이 존재하는 시스템

은 이러한 불안정을 일으키는 두 요소를 모두 포함하고 있

으므로 이들의 연성 계에 의한 시스템의 동 특성  안

정성 해석을 수행하는 것은 공학 으로 매우 흥미로운 문

제가 된다. 크랙을 가지는 구조물의 동 특성을 악하는 

것은 구조물의 안 진단  사고 방을 해 요한 문제

라고 할 수 있다. 일반 으로 구조물에 크랙형태의 결함이 

있는 경우 구조물의 강성이 하되는 경향을 보인다. 크랙

이 구조물의 동 특성에 미치는 향을 연구하기 하여 

구조물에서 단지 크랙이 존재하는 부분의 강성을 이는 

방법(2)에서 출발하여, 최근에는 크랙에 의해서 부가되는 에

지를 괴역학  변수를 계산하여 유연행렬을 구하여 

용하는 해석방법을 주로 사용하고 있다(3). 크랙과 종동력을 

고려한 연구는 양단 자유 보를 티모센코 보 이론을 용하

여 크랙이 동  안정성에 미치는 향에 한 해석과 크랙

의 치에 따라 계의 불안정을 일으키는 러터 하 을 계

산하는 연구결과들이 발표되고 있다(4,5). , Liu
(6)
등 은 

이  형태의 공 축에 크랙이 존재하는 경우 크랙의 크기

에 따른 보의 동 특성을 연구하 으며, 최근 Wang
(7)
은 압

축 종동력을 받는 탄성 지지된 외팔 보의 안정성에 미치는 

크랙의 향에 하여 연구하기도 하 다. 

  이 연구에서는 집  종동력을 받는 외팔 보에 크랙이 존

재할 때 크랙이 보의 횡방향 고유진동수  좌굴/ 러터 

임계 종동력에 미치는 향에 하여 연구하 다. 보의 해

석은 오일러-베르 이 보 이론을 용하 으며, 크랙이 존

재하는 경우와 크랙이 존재하지 않는 경우 보의 고유진동

수  임계 종동력(critical follower force)을 서로 비교, 고

찰하 다.  크랙은 비진  개구형 크랙(open crack)이라

고 가정하 다.

2. 시스템 모델링

  Fig. 1 은 본 연구에서 제해석을 하여 가정한 집  

종동력을 받는 크랙을 가진 외팔 보의 개략도를 나타낸 것
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Fig.1  Geometry of cracked beam subjected to follower 

force and cross section

이다. 여기서 와  은 각각 집  종동력과 외팔 보의 

체 길이를 나타낸다. , , , 그리고 는 각각 외팔 보 

상에 존재하는 크랙의 치, 크랙의 횡방향 길이, 그리고 

체 크랙의 크기를 의미한다.

2.1. 크랙 모델링

탄형 탄성구간에서 크랙으로 인한 부가 인 변형에 지

(additional strain energy)는 응력확 계수의 항에서 유도할 

수 있는 유연행렬의 형식으로 구할 수 있다. 같은 하 이 

작용하는 구조물에서도 크랙이 존재하는 경우에 구조물의 

자체 탄성 변형에 지 외에 크랙에 의한 변형에 지가 존

재하고 이 부가되는 에 지만큼 추가 인 변형이 발생하게 

된다. Castigliano의 정리에 의하여 크랙에 의해서 부가되는 

추가 에 지를 다음과 같이 유연행렬을 이용하여 표 할 

수 있다.

 

 

















                   (1)

여기서  는  방향에서의 힘, J 는 변형률 에 지 도함

수로서 제 1 괴모드에 하여 다음과 같이 구할 수 있다.

 

                                  (2)

여기서  이고, KIM 은 응력확 계수이다. 

식 (1)의 무차원의 유연행렬을 구해보면 다음과 같이 계산

되어진다. 

  




                 (3)

식 (3)에 사용된 무차원 매개변수와 는 각각 다음과 

같다.

 

  







 







    
 






(4)

  해석에 필요한 회  스 링 상수( KR)는 식 (3)의 역수

이다. , 크랙 치에서 다음의 기울기 변화, 변 , 모멘트 

 단력의 연속조건을 만족해야 한다. 







 








  



















         (5)

여기서 w 1(x)와 w 2(x) 는 크랙에 의해 분할되는 단순지

지 이 의 각 분할구간의 횡변 를 나타낸다.

2.3. 종동력을 받는 외팔 보

  크랙을 가진 외팔 보의 안정성 해석을 하여 먼  축 

압축하  즉, 종동력을 받는 외팔 이 를 고려하 다. 자

유진동에 하여 외팔 보의 운동에 지는 다음과 같이 나

타낼 수 있다(7,8). 





 




 



        (6)

여기서 는 종동력(follower force),  은 이 의 단 길

이당 질량이다. 여기서 이 의 횡변 는 변수분리법을 이

용하여    
 와 같이 표 할 수 있으며, 여

기서 는 크랙에 의한 분할구간에 하여 각각 다음과 

같다.

  

   ≤ ≤ 

  

  ≤ ≤  

   (7)

       

여기서  
  


  
  





이고,  

 


이다. , 외팔 보의 경계조건

은 다음과 같다.

          

  
  

    


  
  


  

 

  (8)

  식 (7) 의 미지수들은 식 (5) 의 크랙에 의한 연속조건과 

식 (8) 의 외팔 보의 끝단 경계조건을 이용하여 각각 구할 

수 있다. 따라서 다음과 같이 크랙 치에 따른 계의 무차

원 운동방정식을 얻을 수 있다.

″ ″  ″     ≤ ≤ 

″ ″  ″     ≤ ≤ 

               (9)

여기서 ( ‘ )과 ( ̇)는 각각 무차원 변  와 시간  에 

한 미분이며, 외팔 보의 무차원 횡변  는 일반화 좌표 

( )와 식 (7) 의 보의 고유함수의 조합으로 다음과 같이 

표 할 수 있다. 
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∞

   

                        (10)

식 (9), (10) 에 사용된 무차원 매개변수는 각각 다음과 같

이 정의된다.

 





  
 

  




 

  


  



      (11)

, (9) 의 고유진동수는 다음과 같은 고유치의 기본 형태를 

이용하여 쉽게 구할 수 있다.

Λ  Λ                                 (12)

여기서 Λ 는 식 (5) 와 식 (8) 의 연속조건  경계조건을 

입하여 얻은 각각의 식을 행렬형태로 표 한 것이다.  

| Λ |는 Λ의 행렬식을 나타내고 있으며, 는 다음과 같

다. 

                
            (13)

3. 수치해석결과  고찰

  이 연구에서는 수치해석에서 유도된 운동방정식을 이용
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Fig. 3 Critical follower force of cracked cantilever beam

0 10 20 30 40 50
9.5

10.0

10.5

11.0

11.5

12.0

 ξc = 0.2
 ξc = 0.4
 ξc = 0.6
 ξc = 0.8

 

 

C
rit

ic
al

 F
ol

lo
w

 F
or

ce
 (p

cr
)

Crack Depth(%)

Fig. 4 Critical follower force versus crack position

하여 종동력의 임계값(Eluer의 좌굴 임계하  / 러터 임

계하 )  크랙의 향에 의한 이 의 고유진동수 변화

를 수치해석을 통해 비교, 고찰하 다. 수치해석은 Matlab

(6.1)  Mathematica (5.0)을 이용하여 계산을 수행하 으

며, 이 연구에서는 1, 2 차 진동모드로 한정하 다. 
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Fig. 5 Critical follower force versus crack depth

  수치해석 제에 용한 보의 체 길이는 1 m, 계수 

E  = 216 GPa, 그리고 보의 도는 7850 kg/m
3
으로 하

다. Fig. 2 는 크랙을 가진 단순지지 이 가 압축 종동력

을 받는 경우 압축 종동력의 좌굴 임계값( Pcr)과 이 의 

1차 모드 고유진동수 변화를 나타낸 것이다. 크랙의 치가 

단순지지 보의 앙에 치하는 경우에 크랙의 크기의 

향에 의한 단순지지 이 의 고유진동수 변화를 표 하고 

있다. 크랙의 존재 유무에 계없이 좌굴 임계값은

 
로 항상 일정한 값을 가짐을 알 수 있다. 일반

인 결과와 마찬가지로 크랙의 크기와 고유진동수는 서로 

반비례하는 경향을 보이고 있으며, 크랙의 치가 보의 

앙에 존재할 때 종동력과 계없이 항상 가장 작은 진동수

를 가진다. 

  Fig. 3 - Fig. 5 는 종동력을 받는 외팔 보의 임계 종동력

에 미치는 크랙의 향에 하여 도시하 다. 크랙이 없는 

경우 무차원 임계 종동력( )은 약 10.02이다. 크랙이 이

의 후반부에 존재하는 경우(약   )는 크랙의 향으

로 인하여 임계 종동력이 작아지며, 크랙이 보의 반부에 

존재하는 경우 임계 종동력이 커진다. 이것은 종동력이 작

용하는 경우 보의 모드형상과 곡률의 향에 의한 결과임

을 알 수 있다(7).

4. 결론

단순지지  외팔 보 형태의 크랙을 가진 이  / 보에 

유체  종동력이 작용하는 경우 보 시스템의 안정성, 즉 

임계하   임계유속 는 임계 종동력의 변화와 이

의 고유진동수 변화에 미치는 크랙의  향에 하여 수치

해석 하 다. 집  종동력  유체가 작용하는 단순지지 

이 에 크랙이 존재하는 경우, 임계하   임계유속은 크

랙과 계없이 항상 일정한 임계 값을 가짐을 확인 할 수 

있다. 한 종동력을 받는 외팔 보의 경우 크랙의 치가 

크랙이 이 의 후반부에 존재하는 경우(약   )는 크

랙의 향으로 인하여 임계 종동력이 작아지며, 크랙이 보

의 반부에 존재하는 경우 임계 종동력이 커진다. 이후 끝

단질량  크랙에 의한 외팔 보의 안정성에 한 연구를 

진행할 것이다.
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