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ABSTRACT 

 

Analytical method to analyze the effect of tolerance on the modal characteristic of multi-body systems in 
dynamic equilibrium position is suggested in this paper. Monte-Carlo Method is conventionally employed to 
perform the tolerance analysis. However, Monte-Carlo Method spends too much time for analysis and has a greater 
or less accuracy depending on sample condition. To resolve these problems, an analytical method is suggested in 
this paper. By employing the sensitivity information of mass, damping and stiffness matrices, the sensitivities of 
damped natural frequencies and the transfer function can be calculated at the dynamic equilibrium position. The 
effect of tolerance on the modal characteristic can be analyzed from tolerance analysis method. 

 

1. 서 론 

공차해석은 기계 시스템의 설계에 있어서 제조 

단가를 줄이거나 생산성을 향상시키고 제품의 질

을 높이기 위해 최근 산업현장에서 필수적으로 요

구되는 해석이 되고 있다. 제조공차가 시스템의 

성능과 설계의 강건성에 직접적으로 영향을 미치

고 있기 때문이다. 일반적으로 공차해석을 수행하

기 위해서 몬테카를로법(Monte-Carlo Method)

을 사용한다. 그러나 몬테카를로법을 사용하게 되

면 해석시간이 오래 걸리고 해의 정확성이 표본의 

조건에 따라 영향을 받게 된다. 이러한 단점을 보

완하기 위해 유한차분법(Finite Difference Met-

hod)을 이용한 해석 방법이 제안되었고, 해석을 

위해 표본이 아닌 민감도 정보를 사용하므로 해석

결과가 표본에 의해 영향을 받지 않게 된다. 

현재까지 공차해석과 관련하여 다양한 연구가 

진행되어왔다. 1964 년 Hartenberg등(1)은 처음으

로 기구에서의 링크길이의 공차 및 조인트에서의 

틈새가 기계적 오차를 유발한다고 언급하였으며, 

Garrett등(2)은 처음으로 기구에서의 확률 통계적

인 접근 방법에 의해 각 링크길이의 공차 및 조인

트에서의 틈새의 영향에 대해 언급하였다. 또한 

Dubowsky등(3)은 평면기구에서의 조인트 공차의 

영향을 고려한 동적 모델을 제안하였다. 2005 년 

Choi등(4)은 다물체 동역학기법을 이용하여 다물

체 시스템에서의 통계적 공차해석 및 모드해석을 

수행하였으며, 평형위치를 갖는 다물체계의 평형

위치에 대한 해석적 공차해석 방법을 제안하였다. 

또한 Eom등(6)은 평형위치를 갖는 다물체계 고유

진동수에 대한 해석적 공차해석 방법을 제안하였

다. 본 논문에서는 참고문헌(6)에 제시된 수치예

제와 공차해석 방법을 발전시켜 동적 평형위치를 

갖는 다물체 감쇠 시스템의 모드특성에 미치는 공

차의 영향을 분석하기 위한 해석적인 방법을 제안

하였다. 

제안된 해석적 방법을 수행하기 위해서는 우선 

기계시스템의 동적 평형위치(dynamic equilibri- 

um position)를 구해야 한다. 동적 평형위치는 평

형방정식(5,7)에 의하여 구하였으며, 동적 평형상태

에서 선형화(5)를 수행하였다. 선형화를 통해 질량

행렬, 감쇠행렬 그리고 강성행렬을 구하였다. 구

해진 질량행렬, 감쇠행렬, 그리고 강성행렬을 유

한차분법(FDM)을 이용하여 설계변수에 대한 민

감도를 구하였으며, 이를 이용하여 감쇠 고유진동

수와 전달함수의 설계변수에 대한 민감도를 구하

였다. 그리고 구해진 민감도 정보를 이용하여 공

차해석을 수행하였다. 본 논문에서는 동적 평형위

치에 있는 다물체계 예제를 통하여 제안된 방법과 
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몬테카를로법(Monte-Carlo method)에 의한 해

석 결과를 비교하여 제안된 방법의 효율성과 정확

성을 검증하였다. 
 

2. 운동방정식 

일반적으로 절대좌표계에 대한 구속 다물체계

의 운동방정식은 다음과 같은 확장 라그랑지 운동

방정식으로 표현된다. 
 

QλΦxM T
x =+&&    (1) 

 
위 식에서 은 시스템의 관성행렬(system 

inertia matrix), 는 일반력(generalized 

force), 는 절대좌표에 대한 구속방정식의 자

코비안 행렬(Jacobian matrix), 그리고 

M
Q

xΦ
λ는 라그

랑지 승수(Lagrange multipliers)이다. 

본 논문에서는 일반좌표 를 물체 와 물체 

의 기준물체(reference body) 사이의 조인트 

형태에 따라 정의되는 상대좌표로 사용하였다. 일

반적으로 시스템의 절대속도 는 시스템의 일반

속도 와 다음과 같은 속도변환관계식

iq i
i

x&
q& (8)을 가진

다. 
 

qBx && =     (2) 
 
여기서 는 속도 변환행렬이다. B
본 논문에서는 일정 일반속력으로 구동되는 시

스템의 운동방정식을 구하기 위하여 일반좌표를 

다음과 같이 분할하였다. 
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여기서 는 일정 일반속력의 구동 구속조건 

을 갖는 좌표를, 은 나머지 일반좌표를 나타낸

다. 따라서 시스템의 절대속도 와 절대가속도

는 각각 다음과 같다. 

Dq
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RRDD qBqBx &&& +=    (4) 

RRDDRRDD qBqBqBqBx &&&&&&&&&& +++=  (5) 
 
여기서 는 일정 일반속력을 나타내며 와 

은 다음과 같이 를 구성한다. 

Dq& DB

RB B
 

[ RD BBB = ]                          (6) 
 
따라서 일정 일반속력으로 구동되는 시스템의 

운동방정식은 절대좌표계에 대한 운동방정식으로

부터 속도변환관계식과 미분의 연쇄법칙(5)등 을 

이용하면 다음과 같이 유도된다. 
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여기서 는 폐쇄계에서 절단조인트에 의한 

구속방정식이며, 와 는 각각 다음과 같다. 
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그런데 일반좌표 에 대한 구속방정식의 2 차 

시간 미분식은 다음과 같이 구해진다. 
Rq
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여기서 
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위 식 (7)과 식(10)를 결합하면 다음과 같은 

미분 대수방정식형태의 운동방정식을 얻을 수 있

다. 
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일정 일반속력으로 구동되는 구속 다물체계의 

동적해석은 위의 식 (12)를 이용하여 수행된다. 
 

3. 평형해석 

동적 평형을 가지는 시스템이 일정 일반속력으

로 구동될 때, 평형위치를 구하기 위한 평형방정

식은 평형위치에서 0qR =&& , 이 되고, 일

정 일반속력으로 구동되므로  이다. 이를 

운동방정식 (7)에 대입하면 다음과 같은 평형 방

정식을 얻을 수 있다. 
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4. 선형화 

일정 일반속력으로 구동되는 구속 다물체계의 

운동방정식은 식 (7)으로부터 다음과 같다.  
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여기서 일반좌표 이 서로 독립적이지 않는

경우 다음과 같이 구속방정식 수만큼의 종속좌

표 와 독립좌표 로 분할할 수 있다. 
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일반속도 는 독립속도 와 다음과 같은 

관계식
Rq& v&

(5)을 갖는다. 
 

                           (16) vRqR && =
 
여기서 R은 편속도행렬로 다음 같이 정의된다.  
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일정 일반속력을 가지는 구속 다물체계의 운동

방정식 (14)의 좌변에 TR 를 곱하면 다음과 같

이 구속력이 소거되어 독립좌표만으로 구성된 최

소한의 운동방정식을 얻을 수 있다. 
 

0QRvRMRvRMR TTT =−+ *** &&&&       (18) 
 

운동방정식 (18)을 평형위치 에서 선형화하

면, 다음과 같은 선형방정식을 얻을 수 있다.  

*q
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여기서 2 차 이상의 항을 소거한 선형화된 질

량, 감쇠 그리고 강성행렬은 각각 다음과 같다. 
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5. 민감도 해석 및 공차해석 

5.1 감쇠 시스템의 민감도 해석 
감쇠 시스템의 경우 고유치 문제(9)는 다음과 

같이 표현된다. 
 

0)ˆˆˆ( 2 =++ jjj φλλ KCM                (23) 
 
여기서 jφ 와 jλ 는 각각 정규화된 모드벡터와 

고유치이다. 식(23)을 설계변수 에 대해 미분

하고 양변에 를 곱하면 식(23)과 정규화조건

( )에 의해 다음과 같이 정

리할 수 있다. 
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5.2 전달함수의 민감도 해석 
1 자유도 감쇠 시스템의 전달함수의 크기는 다

음과 같이 표현된다. 
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설계변수 에 대해 직접 미분을 하고 앞에서 

구한 질량, 감쇠, 강성행렬과 감쇠 고유진동수의 

민감도 정보를 이용하여 전달함수 크기에 대한 민

감도 정보를 유도한다. 

b

 

5.3 해석적 공차해석 
감쇠 고유진동수와 전달함수 크기의 민감도 방

정식을 다음과 같이 정의하였다. 
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설계변수의 표본(sample)이 정규분포(normal 

distribution)를 따르고 확률변수가 99.73%의 신

뢰구간을 갖는 경우의 분산(4)은 다음과 같다. 
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9
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여기서 T 는 설계변수 b 의 공차를 σ 는 표준

편차(standard deviation)을 나타낸다. 
 

6. 수치예제 

6.1 일정 각속도를 갖는 회전 단진자 
Fig.1 은 일정 각속도 로 구동되어지는 회전

단진자를 나타낸다. 막대(bar)의 질량과 길이는 

각각 m=3kg, L=1m 이고 회전축과 막대는 회전 

조인트(revolute joint)로 연결되어 있다. 또한 회

전 조인트에는 감쇠계수가 3Ns/rad 인 감쇠력이 

작용하고 있다. 막대와 회전축의 사이각을 

Ω

θ 로 



하였으며 초기값은 3/π rad 이다. 회전축은 가상

강체(virtual rigid body)로 간주하였으며, 회전축

은 지면과 회전조인트로 연결되어 일정각속도 Ω
로 회전하고 있다. 

Fig.2 는 해석해와 몬테카를로법을 이용한 결과

를 비교한 것으로 막대의 길이가 3%, 6%, 12%의 

제조공차를 가질 때 입력 각속도에 대한 감쇠 고

유진동수의 평균값을 나타낸다. 몬테카를로법을 

사용하기 위해서 정규분포를 따르는 3,000 개의 

표본이 사용되었다. 감쇠가 추가되면서 공진주파

수는 2.496rad/s 로 감소되었고, 입력 각속도 

3.530 rad/s 와 3.984 rad/s 사이에서는 감쇠특성

이 변하게 된다. 

Fig.3 은 막대의 길이가 3%의 공차를 가질 때 

입력 각속도에 따른 감쇠 고유진동수의 표준편차

를 해석해와 비교한 것이다. 제안된 방법과 해석

해는 일치하고 있는 반면 몬테카를로법의 결과는 

감쇠 특성이 변하는 영역에서 부정확한 것을 알 

수 있다. 

Fig.4 는 막대의 길이가 3%, 6%, 12%의 공차

를 가질 때 입력 각속도에 따른 감쇠 고유진동수

의 표준편차를 나타낸 것이다. 시스템의 감쇠 특

성이 변하는 두 개의 특이점을 제외하고는 몬테카

를로법과 모두 잘 맞는 것을 확인할 수 있다. 
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Fig. 1 Rotating simple pendulum 

 

 
Fig. 2 Mean value of damped natural frequency 

 versus angular velocity 

Fig.5 는 전달함수 크기의 평균값을 이용하여 

해석해와 몬테카를로법을 이용한 결과를 비교한 

것이다. 3.835rad/s 근방은 동적 불안정 영역으로

서 변곡점이 생기게 된다. Fig.6 은 막대의 길이가 

3%, 6%, 12%의 공차를 가질 때 입력 각속도에 

따른 전달함수 크기의 표준편차를 나타낸 것이다. 

비감쇠 공진주파수 영역과 동적 불안정 영역을 제

외하고는 두 결과가 모두 잘 일치하는 것을 확인

할 수 있다. 
 

 
Fig. 3 Comparison of proposed method 

and Monte-Carlo method 

 
Fig. 4 Comparison of proposed method 

and Monte-Carlo method 

 
Fig. 5 Mean value of transfer function 

 versus angular velocity 
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Fig. 6 Comparison of proposed method 
and Mon e-Carlo method t 

Table 1 Comparison of CPU time between proposed 
method and Monte-Carlo Method 

Method CPU Time Ratio 

Proposed Method 0.703 sec 1 

Monte-Carlo method 448.281 sec 638 
 
Table 1 은 제안된 방법과 몬테카를로법을 이

용했을 때 해석 시간을 비교한 결과로서 제안된 

방법이 몬테카를로법 보다 훨씬 더 효율적임을 확

인할 수 있다. 
 

6.2 일정 각속도를 갖는 조속기구 
Fig.7 은 일정 각속도 ω 로 구동되는 스핀들을 

갖는 조속기구를 나타낸다. 그림에서 물체 1, 2, 3, 

그리고 4 는 각각 스핀들(spindle), 볼 1(ball), 볼

2, 그리고 칼러(collar)를 나타낸다. 이 시스템은 

1 자유도 강체 시스템으로 지면과 물체 1, 물체 1

과 물체 2, 그리고 물체 1 과 물체 3 은 각각 회

전조인트로, 물체 1 과 물체 4 는 병진조인트로, 

물체 2 와 물체 4 그리고 물체 3 과 물체 4 는 각

각 거리가 0.10922 m인 일정거리 조인트로 연결

되어 있다. 물체 1 과 물체 4 는 스프링 상수 값

이 1000 N/m 이고 감쇠계수가 400 Ns/m 인 병

진 스프링-댐퍼로 연결되어 있으며, 초기상태에

서 변형 전 길이는 0.15 m 이다. 또한 위 시스템

은 2 개의 폐루프를 가지는 폐쇄계로, 개방계로 

만들기 위하여 볼과 칼러를 연결하는 두 개의 일

정거리 조인트를 절단하였다. 

Fig.8 은 해석해와 몬테카를로법을 이용한 결과

를 비교한 그래프로 스프링의 강성이 3%, 6%, 

12%의 제조공차를 가질 때 회전각속도에 따른 

감쇠 고유진동수의 평균값을 나타낸다. Fig.9 는 

스프링 강성에만 공차를 적용하여 공차해석을 수

행한 결과로 회전각속도에 따른 감쇠 고유진동수

의 표준편차를 나타낸 그래프이다. 감쇠 고유진동

수가 최대로 작아지는 영역에서는 표준편차가 반

대로 커지게 되고 몬테카를로법이 부정확한 결과

를 갖는 것을 확인할 수 있다. 

 
Fig. 7 Governor mechanism 

 
Fig. 8 Mean value of damped natural frequency 

 versus angular velocity 

 
Fig. 9 Comparison of proposed method 

and Monte-Carlo method 

 
Fig. 10 Mean value of transfer function 

 versus angular velocity 



 
Fig. 11 Comparison of proposed method 

and Monte-Carlo method 
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Fig. 12 Parametric studies on the effect of toleranc
 

Table 3 Comparison of CPU time between proposed 
method and Monte-Carlo Method 

Method CPU Time Ratio 

Prop hod osed Met 2.188 sec 1 

M  2525.375 sec 1onte-Carlo method 154 
 
Fig.10 은 전달함수 크기의 평균값을 이용하여 

해

프링 강성, 일정거리 조

인

7. 결 론 

본 논문에서는  에 있는 다물체 

시스템의 모드특성에 미치는 공차의 영향을 분석

하
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석해와 몬테카를로법을 이용한 결과를 비교한 

것으로 스프링의 강성은 3%, 6%, 12%의 제조공

차를 가진다. Fig.11 은 스프링이 공차를 가질 때 

입력 각속도에 따른 전달함수 크기의 표준편차를 

나타낸 것이다. 전달함수의 피크값이 나타나는 입

력 각속도(1.595rad/s)에서 공차에 의한 영향이 

큰 것을 확인할 수 있다. 

Fig.12 는 볼의 질량, 스

트의 위치에 각각 3%의 공차를 적용하여 전달

함수 크기에 대한 공차해석을 수행한 결과이다. 

시스템 인자들의 공차에 의한 영향이 각각 다른 

것을 알 수 있고, 제안된 방법과 몬테카를로법에 

의한 방법이 동일한 해석 결과를 나타내고 있다. 

Table 3 은 제안된 방법과 몬테카를로법에 의한 

공차해석 시간을 비교한 결과이며 제안된 방법이 

몬테카를로법 보다 훨씬 더 효율적임을 확인할 수 

있다. 

동적 평형상태

기 위한 해석적인 방법을 제안하고 검증하였다. 

동적 평형해석을 위해 평형방정식이 사용되었으며 

동적 평형위치에서의 선형화를 통하여 감쇠 고유

진동수와 전달함수를 구하였다. 또한 유한차분법

을 이용하여 설계변수에 대한 전달함수의 민감도 

해석을 하였고 구해진 민감도 정보를 이용하여 해

석을 수행하고 공차의 영향을 분석하였다. 본 논

문에서 제안된 해석적 방법을 사용하여 해석시간

을 비교해 보면 몬테카를로법 보다 훨씬 더 효율

적이었고, 해석결과가 표본의 영향을 받지 않으므

로 시스템의 감쇠 특성이 변하는 영역과 동적 불

안정 영역에서는 몬테카를로법 보다 정확한 해를 

얻을 수 있음을 확인하였다.  
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