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ABSTRACT 

 

This paper presents a friction model to realize self-excited vibration of multi-body systems. The friction 
coefficient is modeled with a spline function in most commercial codes. Even if such a function resolves the 
problem of discontinuity in friction force, it cannot realize self-excited vibration phenomena. Furthermore, as the 
relative velocity approaches zero, the friction coefficient approaches zero with the conventional model. So, slip 
occurs when small force is applied to the system. To avoid these problems a new friction model is proposed in this 
study. With the new friction model, the self-excited vibration can be realized since the friction coefficient changes 
with the relative velocity. Furthermore, the slip phenomena could be reduced significantly with the proposed model. 

 

기호설명 
sµ   : 정적 마찰계수 

kµ   : 동적 마찰계수 

sv   : 정적 천이속도 (m/s) 

dv   : 동적 천이속도 (m/s) 

1. 서 론 

오늘날 다물체 동역학에 관한 연구에서는 물체 

사이에 일어나는 접촉 현상을 효과적으로 구현하

고자 하는 많은 노력이(1, 2) 있었다. 임의의 두 강

체 사이에 접촉이 일어날 경우 그 접촉 점에서는 

수직항력과 접선방향 마찰력이 발생한다. 그런데 

접선방향 마찰력에 대해 쿨롱의 마찰모델을 적용

하면 힘의 불연속으로 인해 수치적분 시 문제가 

종종 발생한다. 따라서 힘의 불연속을 해결하기 

위해 종종 마찰계수를 Spline 함수로 모델링 하여 

사용한다. 현재 대부분의 다물체동역학 해석 프로 

그램들은 접촉현상을 모델링할 때 특정한 형태의 

Spline함수를(3, 4) 마찰계수로 사용하고 있다. 

대부분의 상용프로그램에 사용하고 있는 마찰 

모델은 그러나 자려진동 현상을 구현하지 못하며 

두 강체가 점착 조건으로 접촉하고 있을 때 저속 

미끄럼 현상이 발생하는 문제점들을 갖고 있다. 

즉, 프로그램에서 마찰계수의 함수가 사용될 때 

두 강체 간 상대속도가 에 가까워 짐에 따라서 

마찰계수 역시 에 가까워지기 때문에 작은 힘

이 가해져도 점착이 되지 못하고 미끄럼이 일어나

게 된다. 즉, 마찰력이

0
0

(5) 접촉 하는 지점에 제대

로 작용하지 않는 것이다.  

본 연구에서는 자려진동 현상을 구현하기 위해 

두 강체 사이의 접촉 모델로 새로운 형태의 마찰

계수 함수를 제시하려고 한다. 이 모델링 방법은 

우선 기존의 상용 프로그램을 그대로 이용하고, 

그 프로그램에서 사용하고 있는 특정한 형태의 마

찰계수 함수대신, 제안된 마찰계수 함수를 쉽게 

사용할 수 있다는 장점을 갖고 있다. 본 연구에서

는 제안된 마찰계수 함수에 나타나는 변수들의 변

화에 따라 자려진동 현상이 어떻게 구현되는지에 

대한 조사 연구를 수행하였다. 

본 논문의 구성은 다음과 같다. 서론에 이어서 

2 장에서는 본 연구에서 제안된 마찰계수를 위한 

함수모델에 대한 설명과 함께 현재 상용해석 프로

그램들에 사용되는 함수모델을 비교 분석하였고 

3 장에서는 제안된 마찰계수 함수모델을 적용하여 

함수에 나타나는 각종 변수들의 변화에 따른 자려

진동 현상을 비교하고, 그 영향들을 논의하였다. 

마지막으로 4 장에는 본 논문의 결론을 요약하여 

수록하였다. 
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2. 접촉모델링 

2.1 제안된 마찰계수 함수 
Fig. 1 은 본 논문에서 제안하고 있는 마찰계수

함수의 모습을 보여준다. 최대한 쿨롱 마찰력에 

가깝게 모델링 하되 힘의 불연속이 일어나지 않게 

하였다. 

Fig. 1 은 아래와 같은 형태의 함수를 사용하여

얻은 그림이다. 
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여기서 kµ 는 동적 마찰계수로 함수의 점근선이 

된다. β 와 의 값은 사용자가 결정하는 상수 값

이고 는 동적 마찰계수, 정적 마찰계수, 

a
b β  그

리고 가 정해지면 계산되어지는 상수 값이다. 

현재 대부분의 상용 프로그램에서 사용되고 있는 

마찰계수 함수는 ,  두 가지 천이속도

(Transition velocity)라는 경계 값과 정적∙ 동적 

마찰계수를 이용하여 정의하고 있다. 하지만, 제

안된 마찰계수 함수에서는 와 정적∙ 동적 마찰

계수 만을 이용하였다. 이 과정에서 정적∙ 동적 

마찰계수와 정적 천이속도는 각각 

a

sv dv

sv

35.0=sµ , 

3.0=kµ , 으로 하였다. 01.0=sv
 
 
 

2.2 상용 프로그램과의 차이점 
 Fig. 2 에서 알 수 있듯이 대부분의 다물체 

동역학 해석 프로그램에서는 마찰계수를 정의하

는데 4 가지 변수를 사용하고 있다. 그것은 앞에

서 언급한 것과 마찬가지로 sµ , kµ , ,  이

다. 이때 상대속도가  값보다 작을 경우 다음

과 같이 정의된 마찰계수가 사용되고, 

sv dv

sv

 

( )ssvvhav µµ ,,0,0,sin=    (2) 

 

상대속도가 ds vvv << 일 경우 

 

( )kdss vvvhav µµµ ,,,,sin=    (3) 

 

와 같이 정의 된다. 상대속도가 보다 큰 경우

는 동적 마찰계수가 사용된다. 
dv

이렇게 마찰계수가 상대 속도에 대해 정의 되

면 다음 식에 의해 접촉 모델의 마찰력이 결정된

다. 

 

( ) nf FvF µ=     (4) 

 

이와 같은 접촉 모델을 사용하는 대부분의 다물체 

동역학 해석 프로그램은 상대속도가 sd vvv −<<− , 

ss vvv <<−  그리고 ds vvv <<  구간일 때 정확한 

결과를 얻지 못하고 있다. 

좀 더 세부적으로 설명하면, 임의의 물체가 아

주 작은 속도를 가질 때 힘의 불연속으로 인한 수

치적분 상의 에러를 방지하기 위해 사용되는 특정 

마찰계수 함수에서 속도가 에 가까워짐에 따라 

마찰력 또한 에 가까워진다. 그래서 저속의 접

0
0

Fig. 2 Relations between relative velocity and friction 
coefficient employed in most commercial codes Fig. 1 Proposed friction coefficient function model. 
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촉 모델에서 제대로 된 접촉력이 작용하지 않게 

된다는 것이다. 또한 sd vvv −<<− , ds vvv <<  구

간에서도 볼록한 형태의 함수를 사용함으로써 불

연속으로 인한 수치적분 상의 문제점은 발생하지 

않지만 자려진동 현상은 나타낼 수 없다. 

그러나 제안한 방법은 이러한 문제점을 극복하

기위해 임의의 두 물체가 접촉이 일어날 때 힘의 

불연속이 없고, 접촉 시 힘의 방향 변화가 급격하

게 일어나는 쿨롱 마찰을 잘 표현하기 위해 새로

운 마찰계수 함수를 정의하고, 사용하는 방법을 

제안하였다. 이 방법은 각각의 데이터들을 직접 

받는 것이 아니라 몇 가지 변수를 제안한 마찰계

수 함수에 적용시켜 함수 자체를 사용하게 된다. 

이렇게 제안된 마찰계수 함수는 기존의 프로그램

과는 달리 값이 사용되지 않으며, 값과 근접

한 왼쪽과 오른쪽 구간에서 형태도 달라지게 된다. 
dv sv

 

3. 모델링 예제 

3.1 제안된 마찰 모델과 자려진동과의 관계 
Fig. 3 은 일정 속도 v로 움직이는 벨트 위에 
스프링 가 연결된 질량 이 놓여져 있는 시스

템

k m
(6) 이다. 이 때 질량 의 방향 변위를 보고

자 한다. 

m x

이 시스템에서 질량 이 왼쪽과 오른쪽으로 

움직일 때 벨트와의 상대속도가 변하게 된다. 그

리고,  Fig. 1 의 상대속도에 대한 마찰계수 함수

를 보았을 때 ,  구간에서 상대속도

에 따라 마찰계수 값이 급격하게 변화하는 것을 

알 수 있다. 

m

svv −< svv >

따라서, 이 시스템에서 질량 의 벨트와의 상

대속도가 질량 이 왼쪽으로 움직일 때보다 오

른쪽으로 움직일 때 더 작기 때문에 Fig. 1 의 마

찰계수 함수 그래프에서 확인할 수 있듯이 이 때

의 상대속도가  구간에 있다면, 마찰계수 

값이 더 커지게 된다. 이 때, 벨트와 질량  사

이의 상대속도가 마찰계수 값이 급격하게 변하는 

구간에 있게 되면, 마찰계수 값이 더 커진다는 것

은 마찰력이 더 커진다는 것과 같으므로 질량 

이 오른쪽으로 움직일 때 더 큰 힘을 받아 자려진

동 현상이 발생하게 된다. 하지만, Fig. 2 의 상용

프로램에서 사용하고 있는 마찰계수 함수는 이런 

점을 고려하지 않았고, , 

m
m

svv −<
m

m

sd vvv −<<− ds vvv <<  

구간의 형태도 자려진동의 현상을 구현하는데 적

합하지 않는 것을 알 수 있다.  

Fig. 4 는 Table 1 의 데이터를 이용하여 상용

프로그램과 본 논문에서 제안하고 있는 마찰계수 

함수를 이용하여 비교해 본 결과이다. 여기서 제

안하고 있는 마찰계수 함수를 사용하였을 경우 진

폭이 증가하는 자려진동 현상이 나타나는 것을 확

인할 수 있다. 

 

3.2 마찰계수 함수의  값에 따른 경향 a
앞장에서 설명하였듯이 상대속도에 따라 질량 

이 받는 마찰력이 다르다. 이는 같은 상대속도 

차이라 하더라도 마찰계수 함수의 형태에 따라 받

는 마찰력의 차이가 생길 수 있다는 것이다. 

m

제안된 마찰계수 함수에서 자려진동 현상이 일

어날 수 있는 svv −< ,  구간에서 함수 형태

에 변화를 주기 위해서는 변수 의 값을 변화시

켜야 한다. Fig. 5 는 변수  값의 변화에 따라 

svv >
a

a
svv −<  구간에서 어떻게 변하는지를 확대해서 나

타낸 그래프이다. 이 마찰계수 함수는 대칭이므로 

Table 1 Input parameters 

)/(1,01.0,3.0,35.0 smvvsks ==== µµ
RecurDyn )/(15.0 smvd =  
Proposed 5.1,3/1 == aβ  
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Fig. 3 Spring-mass system on moving belt  
( ))(10),/(200 kgmmNk ==  

 
Fig. 4 Comparison of RecurDyn and proposed friction 

coefficient. 



svv > 의 구간에서도 같은 형태가 나타난다. 마찰

계수 함수의 변수들은 Table 1 의 Proposed 값

을 사용하였다. 이 그래프에서  값이 커지면서 

상대속도가 에 가까운 부분에서 마찰계수의 차

이가 커지는 것을 확인할 수 있다. 이렇게 차이가 

큰 구간에서 동일한 상대속도 구간이라도 마찰계

수의 차이가 더 커지므로 자려진동 발생 가능성이 

더 커진다. Fig. 6 은 세가지 임의의 값을 사용

한 마찰계수 함수를 이용하여 시뮬레이션 한 결과

이다. 여기서, Fig. 5 를 참고하여 를 비

교해볼 때는 동일한 상대속도 구간이더라도 상대

속도에 따른 마찰계수 값의 차이가 작아서 자려진

동 현상이 발생하지 않는 것을 알 수 있고, 

를 비교해볼 때는 동일한 상대속도 구

간에서 상대속도의 차이가 크더라도 마찰력의 크

기가 작기 때문에 일정 시간이 지난 후에는 진폭

이 더 이상 증가하지 않는 것을 확인할 수 있다. 

a
0

a

5.1,1.1=a

5.4,5.1=a

 

3.3 시스템의 변수에 따른 결과 
 Fig. 3 의 시스템의 변수는 nksv ωµµ ,,, 이다. 여

기서 사용된 제안된 마찰계수 함수는 Table 1 의 

Proposed 값으로 사용하였고, 각 변수의 변화에 

따라 자려진동 현상에 어떠한 차이가 생기는지 확

인하려고 한다. 

 Fig. 7 는 벨트의 속도 변화에 따른 자려진동 현

상을 나타낸 그래프이다.  의 

벨트 속도 범위에서 자려진동 현상을 확인할 수 

있었으며, 벨트 속도가 일 때 가장 

큰 진폭과 증가를 나타내는 것을 확인할 수 있었

다. 벨트 속도가 

)/(9.298.0 smv ≤≤

)/(01.1 smv =

)/(9.2 smv = 일 때는 가장 작은 

진폭과 증가를 보이고 있다. 이 그래프에서 벨트

의 속도가 자려진동 현상에 영향을 미치는 것을 

알 수 있고, 특정한 속도 구간에서 자려진동 현상

이 일어난다고 할 수 있다. 속도가 , 

범위에서는 진폭이 일정하다거나 줄

어드는 것을 확인하였다. 

)/(98.0 smv <
)/(9.2 smv >

Fig. 5 Shape of the proposed friction coefficient 
function with a parameters.  

)3.0,35.0),/(01.0( === kss smv µµ  

Fig. 8 은 정적 마찰계수의 변화에 따른 그래프

이다. 동적 마찰계수를 3.0=kµ 으로 고정시키고, 

정적 마찰계수를 변화시키면 Fig. 8 과 같이 특정

한 정적 마찰계수 범위 안에서 자려진동 현상이 

나타나는 것을 확인할 수 있다. 하지만, 정적 마

찰계수 값이 35.0,33.0 >< ss µµ  경우에 진폭이 

일정하다거나 줄어드는 것을 확인하였다. 

Fig. 9 는 동적 마찰계수의 변화에 따른 그래프

이다. 정적 마찰계수를 35.0=sµ 으로 고정시키고, 

동적 마찰계수를 변화시키면 정적 마찰계수를 변

Fig. 6 Comparison of a parameters.  
)3.0,35.0),/(01.0( === kss smv µµ  Fig. 7 Comparison of v parameters. 
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화시켰을 때와 마찬가지로 특정한 동적 마찰계수 

범위에서 자려진동 현상이 발생한다. 이 그래프에

서도 마찬가지로 동적 마찰계수 값이 ,3.0<kµ  

32.0>kµ  경우 진폭이 일정하다거나 줄어드는 것

을 확인하였다. Fig. 8, 9 의 결과에서 정적 마찰계

수와 동적 마찰계수 차이가 05.003.0 ≤−≤ ks µµ 일 

때 자려진동 현상이 일어난다는 것을 알 수 있다. 

다음은 동적 마찰력이 작용하는 이 시스템의 운

동방정식이다. 

 

gxx kn µω =+&&     (5) 

 

여기서, nω 의 변화에 따른 결과를 보고자 한다. 

Fig. 10(a),(b)는 nω 의 변화에 따른 비교 그래프

이다. nω 이 증가함으로써 주기가 짧아지고, 같은 

nω 이더라도 과 의 값이 다를 수 있으며, 그 

결과 역시 차이가 나는 것을 확인할 수 있다. 

Fig.10(a)는 질량을 으로 고정시키고 

값의 변화에 따른 결과 비교이고, Fig.10(b)는 

스프링 상수를 

m k

)(10 kgm =
k

)/(200 mNk = 으로 고정시키고 

값을 변화시키면서 비교한 그래프이다. 여기서, 

값이 증가할수록 진폭은 감소하였고, 같은 

m
k

)/(5 sradn =ω 에서 확인할 수 있듯이 과 값

에 따라서 자려진동 현상이 일어나는 경우도 있고, 

그렇지 않은 경우도 발생한다. 

m k

)/(7 sradn =ω 이상

의 값을 가질 때에 과 값에 관계없이 진폭이 

일정하다거나 줄어들고, 

m k
)/(3 sradn =ω 보다 작은 

값을 가질 때 역시 과 값에 관계 없이 진폭

이 일정하다거나 줄어드는 것을 확인하였다. 이것

은 자려진동에 원인이 되는 스프링의 힘과 질량 

과 벨트 사이의 마찰력이 각각 와 값의 영

향을 받기 때문이라는 것을 알 수 있다. 

m k

m k m

 

Fig. 8 Comparison of sµ  parameters. ( )3.0=kµ   
(a) )(10 kgm =  

 
(b) )/(200 mNk =  

Fig. 10 Variation of displacement with different nω  

 

Fig. 9 Comparison of kµ  parameters. ( )35.0=sµ  
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4. 결 론 

본 연구에서는 자려진동 현상을 구현할 수 있
는 마찰 모델링을 제시하였다. 이 방법은 현재 다
물체 동역학 해석 프로그램의 방법과는 달리 sµ , 

sk v,µ 의 변수를 이용하여 새로운 마찰계수 함수

를 제안하였고, 제안한 마찰계수 함수가 어떻게 
자려진동 현상을 구현할 수 있는가에 대한 논의와 
마찰계수 함수의 형태가 변함에 따라 시스템의 응
답 또한 변한다는 것을 확인하였다. 또한, 이 마
찰계수 함수를 이용하여 제시한 예제를 통해 어떠
한 시스템의 변수들이 자려진동 현상에 영향을 미
치는가를 살펴보았다. 그 결과 특정한 벨트 속도 
범위에서 자려진동 현상이 잘 나타나는 것을 확인

할 수 있었다. 그리고, 정적 마찰계수와 동적 마

찰계수 둘 다 어느 특정한 범위에서 자려진동 현

상을 보였으며, 이 두 값의 차이 또한 영향을 미

치는 것을 알 수 있었다. 마지막으로 nω 의 변화

에 따른 응답을 비교해 본 결과 같은 nω 에서도 

과 값에 따라서 다른 결과를 보여주었으며, m k

nω  역시 어느 특정한 범위에서 자려진동 현상이 

나타나는 것을 확인하였다.  
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