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ABSTRACT 
 

Optimum sensitivity analysis (OSA) is the process to find the sensitivity of optimum solution with respect to the 
parameter in the optimization problem.  The prevalent OSA methods calculate the optimum sensitivity as a post-processing.  
In this research, a simple technique is proposed to obtain optimum sensitivity as a result of the original optimization problem, 
provided that the optimum sensitivity of objective function is required.  The parameters are considered as additional design 
variables in the original optimization problem.  And then, it is endowed with equality constraints to penalize the additional 
variables.  When the optimization problem is solved, the optimum sensitivity of objective function is simultaneously 
obtained as Lagrange multiplier.  Several mathematical and engineering examples are solved to show the applicability and 
efficiency of the method compared to other OSA ones. 
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1. 서론 

 
설계자는 최적설계를 수행하고 나서 최적설계에

서 고정한 파라메터의 변화가 최적해(목적함수나 
설계변수)에 어떤 영향을 미치는가에 관심이 있을 
수 있다. 예를 들어 제한조건에 사용된 허용응력의 
변화가 목적함수인 무게나 설계변수인 단면에 미치
는 영향은 설계자에게 유용한 정보가 된다. 파라메
터의 변화에 대한 최적해의 변화를 최적민감도
(optimum sensitivity)라 하고, 이를 구하는 과정을 최
적민감도해석(optimum sensitivity analysis; OSA)이라 
한다(1). 
최적민감도에 대한 필요성은 1959 년에 Satty(2)

의 논문에서 찾을 수 있다. Satty 는 선형계획문제의 
계수가 파라메터로 이뤄지는 선박하역문제(ship-
unloading problem)를 예로 들면서 최적민감도에 대
한 연구가 필요함을 지적하였다. 1976 년에 Fiacco
는 최적화알고리듬으로 SUMT(Sequential 
Unconstrained Minimization Technique)를 이용할 경우
에 최적민감도해석 방법을 제안(3)하고 몇 가지 수

학문제를 풀어보았다(4). 1980 년에 McKeown(5)은 
KKT 조건을 이용하는 최적민감도해석 방법을 제안
하였다. 1982 년에 Sobieszczanski-Sobieski 등(6)은 이 
방법에 대한 최적민감도의 해의 존재여부에 대해 
논하고 3 부재 문제, 10 부재 문제 그리고 박스-빔 
문제에 적용하였다. 아울러 Fiacco(3)의 연구도 정리
하였다. 1984 년에 Schmit 와 Chang(7)은 원래 최적설
계문제를 근사화하고 이에 대한 쌍대문제를 정의하
여 최적민감도를 구하는 식을 유도하고 10 부재 문
제와 날개상자(wing-box)문제에 적용하였다. 한편 
1985 년에 Vanderplaats 와 Yoshida(8), Vanderplaats 와 
Cai(9)는 유용방향개념을 도입하는 최적민감도해석
을 제안하였다. 
앞선 연구의 공통점은 최적민감도해석이 후처리

(post-processing) 과정이라는 것이다. 즉 원래 최적
설계문제를 풀고 나서 최적민감도해석을 수행한 결
과로 최적민감도를 얻게 된다. 본 연구에서는 목적
함수에 대한 최적민감도가 필요한 경우에 대하여 
원래 최적설계문제의 해로서 최적민감도를 도출할 
수 있는 방법을 제안하고자 한다. 



 

 

2. 최적민감도해석 방법 
 
최적민감도를 구하는 가장 쉬운 방법은 현재의 

파라메터에 대해 최적설계를 수행하고, 변화된 파
라메터에 대해 다시 최적설계를 수행하여 파라메터
의 변화에 대한 최적해의 변화를 살펴보는 방법이
다. 다시 최적화를 수행하는 이런 방법은 사용이 
간단하지만 일반적으로 고가이며 파라메터의 증분
량에 민감하다(6). 따라서 다시 최적설계를 수행하지 
않고 최적민감도를 구하는 연구가 이루어져 왔다. 
이와 같은 기존의 연구에 있어 대표적인 방법은 
KKT 조건을 이용하는 방법(6)과 유용방향(feasible 
direction) 개념을 이용한 방법(8,9)이 있다. 그러나 이
와 같은 방법들은 최적민감도를 구하는 데에 있어 
그 과정이 일종의 후처리 과정으로써 기존의 최적
설계의 과정과 더불어 추가적으로 비싼 비용과 과
정이 필요하다. 이에 목적함수에 대한 민감도만을 
구해야 하는 문제가 있을 경우, 등제한조건을 이용
하여 추가적인 과정 없이 간편하게 구하는 방법을 
제안한다. 

 
2.1 등제한조건을 이용한 최적민감도 
일반적으로 최적민감도 해석을 위한 파라메터가 

포함되어있는 최적설계문제에 대한 정식화는 다음
의 식 (1)과 같다. 
Given p  (1a) 

find b  (1b) 

to minimize  ),( pbf  (1c) 

subject to 0pbg ≤),(  (1d) 

이 식의 최적화를 수행한 후에 얻는 목적함수에 대
한 최적민감도의 최종해는 다음과 같다. 
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위 식은 목적함수에 대한 최적민감도 해석을 위해 
다음의 식(3)으로 전개가 가능하다. 
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Barthelemy 와 Sobieszczanski-Sobieski(10)는 목적함수
에 대한 최적민감도는 식(2)보다 식(3)가 더 정확한 
것으로 판단하였다. 
본 연구에서 제안하는 등제한조건을 이용한 최

적민감도의 방법을 적용하기 위해 파라메터에 대한 
설계변수( pb )를 추가한다. 추가된 설계변수가 파라
메터 값을 가질 수 있도록 등제한조건( pm )을 부
여한다. 이에 대한 최적화 정식화는 다음의 식(4)와 

같다. 
Given p  (4a) 

find pbb,  (4b) 

to minimize  ( )pf bb,  (4c) 

subject to ( ) 0bbg ≤p,  (4d) 

 0pbpbm =−= ppp ),(  (4e) 

여기서 pb 는 파라메터에 대한 설계변수를, 식(4e)
는 추가된 설계변수를 파라메터의 값으로 고정하기 
위해 추가된 등제한조건이다. 등제한조건과 추가된 
설계변수의 수는 원래 최적설계문제의 파라메터의 
개수와 동일하다. 
식(4)를 풀면 최적해와 함께 등제한조건인 식

(4e)에 대한 라그랑지승수를 부산물로 얻을 수 있다. 
이 라그랑지승수를 식(5)와 같이 파라메터에 대한 
목적함수의 최적민감도로 사용한다. 
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2.2 등제한조건을 이용한 최적민감도와 기존 
방법의 비교 

KKT 조건을 이용한 최적민감도해석 결과인 식
(3)의 유도과정을 이용하여 식(5)의 결과를 유도한
다. 먼저 식(4)의 최적해에서 KKT 조건은 식(6)과 
같다. 
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KKT 조건을 이용한 최적민감도해석과 같은 가정인 
파라메터 p의 변화에 대해서 활성화제한조건이 계
속 활성화하다면 식(7)을 유도할 수 있다. 
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식(7)을 정리하면 식(8)과 같다. 
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여기서 I는 npnp× 차원의 단위행렬이다. 
식(6a)에 ( )T/ pb dd 를 내적하고 식(6b)에 식(8b)를 
적용하면 식(9)와 같다. 
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식(14)의 최적설계문제에서 파라메터에 대한 목적
함수의 최적민감도는 식(10)과 같다. 
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식(10)에 식(9)를 대입하여 정리하면 식(11)와 같다. 

p
p

opt

d
d

d
df λ

b
g

p
b

b
gλ

p
−

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂
∂

−=
TTT

T  (11) 

식(8)을 식(13)에서 고려하면 식(14)의 결과를 얻는
다. 
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식(12)와 식(9b)를 고려하면 KKT 조건을 이용한 최
적민감도해석인 식(3)과 서로 동일한 최적민감도를 
얻을 수 있음을 볼 수 있다. 
 
2.3 최적민감도해석 방법의 비교 

2.1 절에서 제안한 등제한조건을 이용한 최적민
감도해석을 7 가지 관점에서 기존의 다른 방법들과 
비교한다. 이때 다른 방법들은 최적설계를 다시 수
행하는 방법, KKT 조건을 이용하는 방법 그리고 유
용방향개념을 이용하는 방법이다. 

(1) 최적민감도를 얻을 수 있는 시점: 등제한조
건을 이용한 방법은 최적민감도를 구하는 과정을 
최적설계문제에 포함하므로 최적설계문제를 풀고 
난 뒤에 최적민감도를 바로 얻을 수 있다. 그러나 
다른 3 가지 방법들은 후처리 과정으로 최적민감도
해석이 필요하다. 

(2) 최적민감도를 위해 최적기의 필요 여부: 등
제한조건을 이용하는 방법과 KKT 조건을 이용하는 

방법은 최적기가 필요 없다. 유용방향개념을 이용
한 방법은 방향찾기문제를 풀기 위해 선형프로그래
밍(linear programming)이 필요하다. 다시 최적설계를 
수행하는 방법은 원래 최적설계문제를 다시 풀기 
때문에 일반적으로 비선형프로그래밍(nonlinear 
programming)이 필요하다. 

(3) 최적민감도를 구하기 위한 재해석의 필요 
여부: 등제한조건을 이용한 방법 이외에는 모두 재
해석이 필요하다. 다시 최적설계를 수행하는 방법
은 변화된 파라메터에 대해 최적해를 얻을 때까지 
해석이 수행되어야 한다. KKT 조건을 이용하는 방
법은 최적해를 찾고 나서 파라메터의 수만큼 재해
석을 수행하고 유용방향개념을 이용한 방법은 최적
해에서 설계변수와 파라메터의 수만큼 재해석을 수
행하여 민감도를 구해야 한다. 

(4) 최적민감도를 구하는 설계공간의 크기: 다시 
최적설계를 수행하는 방법과 KKT 조건을 이용하는 
방법은 설계변수의 크기인 )(bN 의 설계공간
(design space)에서 최적민감도를 얻는다. 반면에 유
용방향개념을 이용한 방법과 등제한조건을 이용한 
방법은 )()( pb NN + 의 설계공간을 이용한다. 따라
서 보다 넓은 설계공간에서 최적민감도를 구한다. 

(5) 기본 가정: KKT 조건을 이용하는 방법과 유
용방향개념을 이용한 방법은 활성화제한조건집합
(active constraint set)이 파라메터의 변화에도 변함이 
없는 가정이 필요하다. 

(6) 라그랑지승수의 필요 여부: 유용방향개념을 
이용한 방법과 다시 최적설계를 수행하는 방법은 
라그랑지승수가 필요 없고 나머지 두 방법은 필요
하다. 

(7) 파라메터 지정의 유연성: KKT조건을 이용하
는 방법과 유용방향개념을 이용한 방법은 후처리 
과정이므로 쉽게 임의의 파라메터를 지정하여 이에 
대한 최적민감도를 얻을 수 있다. 반면에 등제한조
건을 이용한 방법은 원래 최적설계문제의 정식화를 
변경해야 한다. 
 

3. 수학예제와 공학예제 
 

2 장에서 제안한 최적민감도해석을 기존의 최적
민감도해석과 비교하기 위하여 수학예제와 공학예
제를 풀어보았다. 최적민감도의 정확성은 유한차분
법에 의한 결과를 기초로 평가하였으며 최적민감도
를 얻기 위해 소요된 함수 또는 해석호출회수도 비
교하였다. 
수학예제 1,2 번과 공학예제 1,2 번은 DOT(11)의 

SQP 를 사용하였다. 그리고 공학예제 1,2 에서 다루
는 10-부재 트러스의 구조해석은 GENESIS7.0(12)를 
사용하였다. 모든 예제에서 민감도계산은 특별한 



 

 

언급이 없으면 증분량이 0.001 인 유한차분법을 이
용하였다. 

 
3.1.1 수학예제 1 
수학예제 1 은 참고문헌(8)에서 KKT 조건을 이용

한 방법이 최적해에서 설계변수에 대한 제한조건의 
기울기가 선형종속인 예제를 풀 수 없음을 식(13)
의 수학예제로 보였다. 
Given 2=p  (13a) 

find b  (13b) 

to minimize 22 )1( −+ pb  (13c) 

subject to 010231 ≤+−−= pbg  (13d) 

 010322 ≤+−−= pbg  (13e) 

이 문제는 제한조건 1g 과 2g 의 설계변수에 대
한 기울기가 최적해(b=2.0)에서 서로 선형종속
(linearly dependent)인 경우가 된다. 즉 두 제한조건 
중에 하나는 과잉제한조건(redundant constraint)이다. 
이러한 경우에는 KKT 조건을 적용할 수가 없고 따
라서 KKT 조건을 이용한 방법으로는 최적민감도를 
구하지 못한다. 이 문제를 참고문헌(8)에서는 유용방
향개념을 이용하여 풀었으며, 본 논문에서 제안하
는 등제한조건을 이용한 방법의 결과와 비교해 본
다. 이 결과는 Table 1에 정리되어 있다. 

Table 1 을 통해 다시 최적화하는 방법과 유용방
향개념과 등제한조건을 이용한 방법이 모두 같은 
최적민감도를 구하고 있음을 알 수 있다. 이는 등
제한조건을 이용한 방법과 유용방향개념을 이용한 
방법의 특징으로 파라메터를 설계변수로 간주하므
로 최적해에서 제한조건의 기울기가 선형독립이 되
었다. 한편 제한조건이 선형종속이므로 KKT 조건을 
이용하는 방법은 최적민감도를 구할 수 없다. 그러
나 앞선 식(3)을 그대로 적용해본 결과 틀린 최적
민감도를 구하게 되었다. 
 
3.1.2 수학예제 2 

 앞의 수학예제들은 모두 파라메터의 변화에도 
활성화제한조건이 유지가 되는 경우이다. 이번 예
제는 파라메터의 변화로 인해 활성화제한조건이 변 

 
Table 1 Optimum sensitivity of mathematical examples 4 

and 5 solved by four OSA methods 
Method

Example (1) (2) (3) (4) 

1 -0.6700 -18.0080 -0.6667 -0.665 
2 -783.096 601.508 600.00 -748.096

(1): Re-optimization, (2): KKT condition method, 
(3): Feasible direction method, (4): proposed method 

Given 1=p  (14a) 

find 21,bb  (14b) 

to minimize  

2
2

2
1 ))1(150(2))1(300( −−−−+− pbpb  (14c) 

subject to 0211 =+= bbg  (14d) 

 00.2212 ≤+−+−= pbbg  (14e) 

 01.0213 ≤−+−= pbbg  (14f) 

 
하는 경우를 가정한 수학예제이다. 
현재 파라메터의 값에서의 최적해는 (-0.5, 0.5)이고 
활성화제한조건은 21 , gg 이다. 그러나 파라메터 값
이 00225.1=p 인 경우에 최적해는 (0.45113, -

0.45113)이며, 31 , gg 가 활성화된다. 이 예제를 4 가
지 방법으로 풀어보면 Table 1과 같다.  

활성화제한조건이 변하는 이 예제에서는 KKT
조건을 이용한 방법과 유용방향개념을 이용하는 방
법이 다시 최적화하는 방법과 등제한조건을 이용한 
방법에 대해 틀린 값을 주었다. 그 이유는 전자의 
두 방법이 최적민감도를 도출할 때에 활성화제한조
건을 고려하여 최적민감도를 얻었기 때문이다. 이
에 비해 다시 최적화를 하는 방법과 등제한조건을 
이용하는 방법은 활성화제한조건에 대한 가정이 없
기 때문으로 판단된다. 
 
3.2 공학예제 
공학예제를 통하여 본 연구에서 제안한 방법과 

기존의 최적민감도해석 방법을 비교하고자 한다. 
공학예제로 Fig. 1에는 10부재 트러스 문제를 나타
내고 있다. 이 예제는 참고문헌(6),(8)에서 최적민감도
의 유용성을 보여주는 공학예제로 다루었다. 
설계문제는 10 개의 부재가 허용응력 안에 있으

면서 구조물의 전체 무게를 최소화하는 것이다. 설
계변수는 각 부재 단면적이다. 이를 식(15)의 최적
설계 정식화로 나타낼 수 있다. 

Find 10,...,2,1, =ibi  (15a) 

to minimize Mass  (15b) 

subject to 

9,10,...,2,1,MPa9.206 ≠=≤ iiiσ  (15c) 

9,10,...,2,1,MPa9.206 ≠=≤− iiiσ  (15d) 

MPa9.2759 ≤σ  (15e) 

MPa9.2759 ≤−σ  (15f)  



 

 

식 (15)에서 9 번 부재의 응력제한조건을 파라메터
로 한 경우(3.2.1 절)와 높이 H 를 파라메터로 한 경
우(3.2.2절)를 살펴보았다. 
 
3.2.1 허용응력을 파라메터로 한 경우 
이 문제의 파라메터는 Fig 1의 트러스 부재중 9

번 부재의 허용응력이다. 9 번 부재의 허용응력의 
범위를 현재값(275.9MPa)에서 증가시키면 최적목적
함수인 무게의 변화를 살펴보는 문제이다. 
이 문제의 최적해는 (7.93027, 0.1, 8.07045, 3.93, 

0.1, 0.1, 5.75776, 5.56009, 4.6316, 0.1)이다. 이 최적해
에서 구한 최적민감도는 Table 2 와 같다. 9 번 부재
의 허용응력제한조건을 현재보다 높여주면 전체 구
조물의 무게는 감소하는 결과를 보여 주고 있다. 
다시 최적화를 수행하는 방법은 유한차분법을 수행
할 때에 증분량에 따라 민감한 결과를 보이게 된다. 
Table 2 에 표시한 결과는 그 중 다른 방법으로 푼 
결과와 가장 비슷한 결과를 표시한 것이다. 증분량
에 대하여 대체로 비슷한 최적민감도 정보를 얻을 
수 있었지마, 일부의 증분량에서 많은 차이를 보인 
경우도 있었다. 이에 비해 나머지 방법들은 파라메
터에 대해 일정한 최적민감도를 얻을 수 있다. 
 
3.2.2 높이 H를 파라메터로 한 경우 
이 문제는 Fig. 1의 10부재 트러스 문제에서 높

이 H 를 파라메터로 한 경우에 목적함수에 대한 최
적민감도를 구해본 것이다. 이 문제의 정식화는 식
(15)와 같고 파라메터 H 를 고려하여 4 가지 방법으
로 풀어본 결과를 Table 2 에 나타내었다. 3 가지 방
법이 모두 동일한 결과를 나타내었다. 
한편 높이 H 를 증가시키면 구조물의 최적무게

가 늘어나지 않고 오히려 감소한다는 결과를 보여
주는데 이는 물리적으로 높이 H 를 증가시키면 수
평과 대각부재에 걸리는 힘이 감소하고 이에 대한 
응력도 줄어들기 때문이다(6). 
 
3.3 제한조건을 이용한 최적민감도 방법의 고
찰 

Table 3 에는 2 개의 수학예제 및 2 개의 공학예
제를 풀기 위해 사용된 4 가지 방법의 함수 또는 
해석기 호출 회수를 정리하였다. 전반적으로 다시 
최적화를 수행하는 (1)번 방법이 가장 많은 함수 
호출이 필요하였으며 (2)번 KKT 조건을 이용하는 
방법이 가장 적은 함수 호출을 보여주었다. (3)번과 
(4)번 방법은 서로 비슷한 함수 호출수를 나타내었
다. 최적민감도 값은 (1)과 (4)번 방법이 모든 예제
에서 정확한 결과를 주었다. 
함수 호출면에서는 대체로 (3)의 방법이 (4)의 

방법보다 대부분 적었으나 수학예제 2번과 공학예 

 
제 2 번에서는 많은 것으로 나타났다. 공학예제 2
번은 설계변수가 10 개이며 최적설계가 8 번 
만 에 최적해를 찾은 경우이다. 이러한 경우에 
(3)방법은 최적점에서 설계변수 10 개와 높이 
H 에 대한 11 번의 재해석을 통하여 최적민감
도를 구하는 문제 를 구성할 수 있었다. 따라
서 파라메터를 포함한 설계변수의 수가 최적
설계과정의 회수에 비해 큰 경우에는 (4)번 방
법이 (3)번 방법에 비해 함수호출회수가 적을 
수도 있음을 예상할 수 있다. 
함수호출수의 정량적 측면과 함께 실제 구현의 

편의성을 살펴볼 필요가 있다. 유용방향개념을 이
용한 방법은 최적해에서 방향찾기문제를 구성하고 
이를 풀어야 하므로 가장 번거로웠다. KKT 조건을 
이용한 방법도 최적해에서 파라메터에 대한 민감도
를 구하는 과정이 필요했다. 이에 비해 제안한 방
법은 최적설계문제에 설계변수 및 이와 관련된 등
제한조건 만을 추가하는 노력이 필요하여 사용이 
가장 간편하였다. 
 

4. 결론 및 향후 과제 
 
본 연구에서는 목적함수에 대한 최적민감도를 

원래 최적설계문제의 해로서 찾을 수 있는 간단한 
방법을 제안하고 수학예제 2 개와 공학예제 2 개를 
통하여 제안한 방법의 타당성을 살펴보았다. 
제안한 방법은 4 개의 예제에 대하여 다른 방법

과 동일하거나 유사한 결과를 얻을 수 있었다. 특
히 수학예제 1 와 같이 과잉제한조건이 있는 문제
에서도 유용방향개념을 이용한 방법과 같은 최적민
감도를 구할 수 있었다. 또한 수학예제 2 와 같이 
활성화제한조건이 변하는 경우에도 다시 최적화하
는 방법과 유사한 최적민감도를 얻을 수 있었다. 

Table 2  Optimum sensitivity of engineering examples 
solved by four OSA methods 
Method

Example (1) (2) (3) (4) 

11) -240.035 -247.075 -241.640 -241.453
22) -1.956 -1.974 -1.974 -1.974

1): [kg/Pa], 2): [kg/m] 

Mathematical Engineering Example
Method 1 2 1 2 

(1) 30 51 152 159 
(2) (16) (43) 76 86 
(3) 17 (45) 86 96 
(4) 20 12 130 92 

() wrong optimum sensitivity 

Table 3  Number of function calls of each OSA method 
with mathematical and engineering examples 



 

 

따라서 등제한조건을 이용한 최적민감도방법은 다
른 KKT 조건이나 유용방향을 이용하는 방법에 비
해 안정적인 방법이라 판단된다. 
등제한조건을 이용한 최적민감도해석은 특별히 

후처리과정이 필요 없이 원래 설계문제에 포함되어 
있으므로 사용이 매우 간단하다. 따라서 파라메터
가 정해진 설계문제의 경우에 본 방법이 유용하게 
사용될 것으로 생각되며 다분야통합최적설계나 다
단계최적화(multilevel optimization)에 유용할 것으로 
판단된다. 
많은 파라메터를 가진 설계문제에서 등제한조건

이 파라메터 수만큼 증가하게 된다. 또한 함수호출
수가 KKT 조건을 이용하는 방법이나 유용방향개념
을 이용한 방법에 비해 다소 많다. 따라서 향후 연
구로 등제한조건을 효율적으로 처리할 수 있는 최
적화알고리듬의 사용과 함수호출수를 줄일 수 있는 
방법이 필요하다. 
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