
비선형 헤르쯔 접촉스프링과 변위제한조건식의 적용에 의한

차량 궤도 교량 동적상호작용 수치해석기법- -

Simulation of Vehicle-Track-Bridge Dynamic Interaction by
Nonlinear Hertzian Contact Spring and Displacement

Constraint Equations

정근영* 이성욱** 민경주***

Chung, Keun-Young Lee, Sung-Uk Min,Kyung-Ju

--------------------------------------------------------------------------
ABSTRACT

In this study, to describe vehicle-track-bridge dynamic interaction phenomena with 1/4

vehicle model, nonlinear Hertzian contact spring and nonlinear contact damper are

introduced. In this approach external loads acting on 1/4 vehicle model are self weight

of vehicle and geometry information of running surface. The constraint equation on

contact surface is implemented by Penalty method. Also, to improve the numerical

stability and to maintain accuracy of solution, the artificial damper and the reaction from

constraint violation are introduced.

A nonlinear time integration method, in this study, Newmark method is adopted for

both equations of vehicles and structure. And to reduce the error caused by inadequate

time step size, adaptive time-stepping technique is partially introduced.

As the nonlinear Hertzian contact spring has no resistance to tensile force, the

bouncing phenomena of wheelset can be described. Thus, it is expected that more

versatile dynamic interaction phenomena can be described by this approach and it can

be applied to various railway dynamic problems.

--------------------------------------------------------------------------

서론1.

본 연구에서는 개의 질량을 갖는 차량모델을 이용하여 차량 궤도 교량 동적상호작3 1/4 - -

용 현상을 표현하기 위해 비선형 헤르쯔 접촉스프링 과(Nonlinear Hertzian Contact Spring)

비선형 접촉감쇠장치 를 도입하였다 또한 차량에 작용하는 하(Nonlinear Contact Damper) . ,

중은 차량의 중량외에 임의시간단계에서 주행로를 이루는 차륜재하위치의 레일답변에서의

변위가 제한조건식 으로 가해졌다 이 변위제한조건식은 방법(Constraint Equation) . Penalty

에 의해 구현되었으며 해의 안정화와 제한조건식의 정확성을 향상시키기(Penalty Method) ,

위한 기법으로 인공감쇠장치 와 제한조건오차보정반력(Artificial Damper) (Reaction from

을 도입하였다Constraint Violation) .

시간적분방법으로는 계열의 시간적분법이 사용되었으며 해의 정확성 확보를 위Newmark ,

해 국지적 오차평가에 근거한 적응적시간간격기법 을 도(Adaptive Time-Stepping Scheme)

입하였다 이러한 적응적시간간격기법의 도입에 의해 동적해석에서 시간간격의 크기를 자동.

적으로 결정함으로써 동적해석에서의 해의 정확성을 확보하고 시간적분에 소요되는 계산비

용을 감소시킬 수 있을 것으로 기대된다.

본 연구에서의 접근방법에서는 비선형 접촉스프링이 인장력을 받을 수 없도록 설정함으

로써 차륜과 레일간의 분리가 가능하다 즉 차륜이 허공에 떠 있는 상태를 표현 할 수 있. ,

다 이러한 헤르쯔 비선형 접촉스프링에 의해 차량과 주행로를 이루는 구조물 간의 동적상.

호작용현상을 보다 실제에 가깝게 산정하는 것이 가능하고 궤도 및 구조물의 다양한 동특성

분석에 활용될 수 있을 것으로 기대된다.
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접촉이론과 비선형접촉스프링2. Hertz

이론은 물체간의 미끄러짐 혹은 견인력에 의해 발생하는 접촉면의 접선방향 힘을 고Hertz

려하지 않으며 서로 접촉하는 두 물체는 등방성 및 탄성재료이고 직교 곡률로 표현되는 임“

의의 두 물체가 서로 접촉하는 경우 접촉면은 편평 하며 타원형의 형상이다 라는 가정(Flat) ”

에 근거하여 도출된 이론이다 철도문제에서의 차륜과 레일의 접촉문제는 서로 수직한 두개.

의 원통의 접촉문제로 근사화될 수 있다 그림( 1).
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그림 물체의 접촉에 의한 탄성변형과 물체중심접근거리1.

접촉이론에서는 접촉력Hertz P와 물체중심접근거리 δ의 관계를 정리하면 다음과 같은
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여기서,
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23H c cc E R F
−= 는 상수 로서 접촉물체의 곡률과 재료적Hertz (Hertzian Constant)

특성이 정해지면 항상 일정한 값을 갖는 상수 값이다 직교하는 두 원통문제로 표현된 차륜.

과 레일의 접촉문제에서 두 물체의 공통적인 탄성계수와 포아송비를 각각 E와 ν라하고,

차륜 및 레일의 곡율반경을 각각 wheelR 과 railR 이라고 하면 wheel railR R≥ 의 조건이 만족될

때 cE , cR 및 2F 는 다음과 같이 정리된다.
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또한, wheel railR R< 인 경우의 보정계수 2F 는 다음과 같다.
1.5310.684

2 1 1rail

wheel

R
F

R

   ≅ − −     (3)

Car Body

Bogie Frame

Wheelset

Primary Suspension

Secondary Suspension

Hertzian Contact Spring

Contact Point

1

2

3

4

1

2

3

4

5

6

4 DOF model 6 DOF model

차량모델의 각 부 명칭 및 자유도(a)

Penalty Force

Penalty Spring Artificial Dampingsk

( )p s r gF k y y= +
Penalty Reaction

rF
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그림 해석에 사용된 차량모델과 제한조건식의 부여2.

해석에 사용된 차량모델과 동적상호작용력의 산정3.

본 연구에서 동적해석에 사용한 차량 모델은 다음 그림 와 같이 개의 질량을 갖는 차2 3 1/4

량모델이며 열차의 각 차축 혹은 윤축별로 이동질량을 묘사하도록 하였다 또한 윤축. ,

하부의 비선형 접촉스프링 을 고려함으(Wheelset) Hertz (Nonlinear Hertzian Contact Spring)

로써 차륜과 레일의 접촉력 산정을 보다 실제에 가깝게 묘사 할 수 있다(Contact Force) .

이 개의 질량을 갖는 차량모델의 대차프레임 혹은 차체 간에 강3 (Bogie Frame) (Car Body) “

체연결 이나 핀이 있는 강체연결 에 관련된 제한조건이 가해지는 경우에는 자유도 차량모” “ ” 6



델이 채택될 수 있으며 강체연결에 관련된 제한조건이 존재하지 않는 경우 회전자유도에,

대한 자유도를 억제하면 통상적인 자유도 차량모델로 간주할 수 있다 그림4 ( 2(a)).

본 연구에서는 궤도 및 구조물부의 동적인 운동방정식과 차량의 동적인 운동방정식을 별

도로 구성하여 각각의 해를 따로 구하는 접근방법을 채택하였으며 이 개별적인 운동방정식,

간의 관계는 접촉점에 작용하는 접촉력과 변위제한조건식으로 상호 연결되도록 하였다.

즉 특정시간에서의 차륜재하위치의 구조물의 변위 및 답면높이정보 즉 주행로의 요철 등 가, ( )

차량의 운동방정식에 접촉점의 변위제한조건식 으로 가(Displacement Constraint Equation)

해지고 차량의 중량과 변위제한조건식에 의한 차량 운동방정식의 해를 구함으로써 새로운,

접촉력이 산정된다 또한 이렇게 산정된 접촉력을 구조물에 외력으로 가하여 새로운 구조물. ,

의 변위를 계산한다 그림 이러한 계산과정은 접촉력의 값이 허용된 오차범위를 만족할( 3).

때까지 반복된다.
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그림 특정 시간에서의 접촉점 위치와 반복해석에 의한 상호작용력의 산정3.

본 연구에서는 변위제한조건을 차량 및 구조물의 운동방정식에 가하는 방법으로 Penalty

방법을 채택하였다 그림 각 시간단계에서의 차륜위치에서의 주행로의 처짐 및 기하형( 2(b)).

상을 접촉스프링하부에 위치한 접촉점에 다음과 같은 변위제한조건식으로 가하였다.

4 r gy y y= + (4)

여기서, 4y 는 자유도 차량모델의 접촉점 에서의 변위4 (Contact Point) , ry 는 주행로상의 접

촉점위치에서의 구조물 연직변위, 는 주행로상의 접촉점위치에서의 기하학적인 형상

즉 주행로의 요철높이다 그림(Geometry Surface), ( 4).
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그림 접촉점의 변위제한조건식에 영향을 주는 요인4.

또한 방법에서 접촉점에 가해지는 힘, Penalty Penalty (Penalty Force) 는 상수Penalty

를(Penalty Constant) 라 할 때 다음과 같이 정의된다.

( )p s r gF k y y= + (5)

정적인 해석에서는 이러한 방법에 의한 제한조건식의 부여에 의해 접촉점의 위치를Penalty

충분히 표현할 수 있으나 동적해석의 문제에서는 불행히도 부적절한 고주파 성분의 노이즈,

가 동적응답으로 관측될 수 있다 이러한 제한조건식의 부여에 따른 고주파성분의 노이즈는.

방법에 의해 변위제한조건식을 가한 경우에도 관측되었다 본 연구에서Lagrange Multiplier .

는 이러한 고주파성분의 노이즈를 억제하기 위해서 인공감쇠장치를 도입하였다 하지만 이. ,

러한 인공감쇠장치의 도입은 감쇠값이 작은 경우에는 노이즈의 억제효과가 적으며 감쇠값이

너무 큰 값인 경우에는 힘이 인공감쇠력에 의해 상쇄되므로 접촉점의 변위제한조건Penalty

을 충분히 만족시키지 못하는 결과를 가져 올 수 있다 따라서 본 연구에서는 추가적으로.

차륜의 접촉점이 주행로의 표면을 관통하지 않는 불관통제한조건식(Noninterpenetration



을 적용하고 상호관통이 발생하는 경우 관통량에 종속적인 제한조건오차보정반Constraints)

력 즉 을 가하였다(Reaction From Constraint Violation, Penalty Reaction) .

차륜의 접촉점이 주행로상의 점을 서로 관통하지 않는 불관통제한조건은 다음과 같은 부

등식으로 표시 할 수 있다.

4 0r gy y y− − ≥ (6)

이 불관통제한조건을 방법에 의해 구현하는 경우 상호관통량 이 과Penalty (Intrpenetration)

다하게 증가하는 것을 방지하기 위하여 제한조건오차보정반력을 생성시킬 필요가 있다 이.

반력 은 다음과 같이 표현된다Penalty (Penalty Reaction) .

4( )br s r gF k y y y= − + + (7)

여기서   은 적절한 상수, 는 상수 이다 헤르쯔 접촉이론Penalty (Penalty Parameter) .

에 따르면 차원 탄성문제에서3   의 값이 추천되고 있다 따라서 본 연(Ugural 1987).

구에서는 제한 조건식이 위배되는 경우 제한조건오차보정반력을 다음과 생성함으로써 제한

조건식에서의 오차가 감소하도록 하였다.

4 4( ) | |r s r g r gF k y y y y y y= − + + − + + (8)

비선형해석에서는 외력 과 내력 간 불균형 힘(External Force) (Internal Force) (Unbalanced

의 산정에 정확한 내력의 산정이 필요하다 이를 위해 차륜 의 변위Force) . (Wheel) 3y 와 접

촉점의 변위 4y 의 차이를 물체중심간 접근거리로 정의하였다 서로 접근하는 경우가 기( +

호).

4 3y yδ = − (9)

이 δ 의 값에 따라 비선형 접촉스프링에 작용하는 내력은 접촉이론으로부터 아래와Hertz

같이 정의되며 이 내력이 구조물에 상호작용력 접촉력 으로 작용하게 된다, ( ) .
3
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이와 같은 접근방법에 의해 차륜의 접촉점과 주행로상의 접촉점은 항상 접촉상태를 유지하

도록 제한조건식에 의해 제어되나 접촉스프링이 인장력에 대한 저항능력이 없으므로 차륜,

과 주행로의 분리현상을 묘사할 수 있다 만약 접촉스프링부의 감쇠력을 고려하면 접촉점의. ,

접촉력은 탄성변형에 의한 힘과 감쇠력의 두 가지로 표현된다 등(Escalona 2003).
3
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여기서, C 는 감쇠계수이다.

차체 및 대차프레임 간의 변위제한조건에 의한 열차모형화4.

일련의 차량모델이 차축별로 배치되고 차량모델의 차체와 차체 대차와 대차간에 변1/4 1/4 ,

위 제한조건식을 가함으로써 차량의 피칭운동을 표현하는 것이 가능하다 회전자유도가 존.

재하지 않는 경우에는 두 질점간의 강체연결조건이나 힌지가 있는 강체연결의 정의가 곤란

하다 따라서 차량모델 간에 변위제한조건을 가할 필요가 있는 경우에는 차체 및 대차프레.

임 위치에 회전자유도가 추가적으로 도입된 자유도 차량모델을 이용하였다6 .
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그림 변위제한조건식에 의한 차량모델의 상호연결5. 1/4

그림 차량모델간 제한조건식의 부여에 의한 다양한 차량 표현 개념도6.



적응적 시간간격 조절과 계열 비선형 시간적분방법의 적용5. Newmark

대부분의 직접적분법 을 이용한 동적해석에서는 직감이나 경험(Direct Integration Scheme)

에 근거한 고정된 등간격의 시간간격 을 이용하는 것이 보통이지만(Fixed Time Step Size) ,

차량주행에 따른 동적인 문제에서는 어떤 시간에서는 동적변화가 매우 크고 어떤 시간에서

는 동적인 변화가 완만할 수 있다 따라서 동적인 문제의 전체 시간영역 에. (Time Domain)

대해 고정된 시간간격을 사용하는 것은 매우 부적절하거나 비효율적일 수 있다 이런 이유.

로 시간적분오차의 평가에 의해 자동적으로 시간간격을 조절하는 것이 필요하다.

본 연구에서는 국지적 오차의 평가 에 의한 적응적 시간간격기법(Local Error Estimate)

의 도입에 의해 해의 정확성의 유지와 계산시간의 효(Adaptive Time-Stepping Procedure)

율성을 증가시키고자 하였다 계열의 적분방법에서의 국지적 변위 오차. Newmark (local error

는 다음과 같이 정의될 수 있다 등estimate for displacement) (Zeng 1992).
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또한 새로운 시간간격은 다음과 같이 정의된다, .

′  
 





 (13)

여기서, 는 변위오차의 상대용오차, 는 허용상대오차 그리고,   ≦ 는 보정계수

이며(Correction Factor) ,   인 경우에는 는 의 값을 갖는다1 .

본 연구에서 구현된 적응적 시간간격 조절기법에서는 오차평가에 의해 결정된 새로운 시

간간격 이 다음 시간단계의 해석에만 적용되었으며 새로운 시간간격이 입력으로(Time Step) ,

주어진 최대허용시간간격값을 초과하지 못하도록 하였다.

수치시험 및 예제6.

윤축 낙하 시험의 묘사6.1

침목간격이 인 개의 침목구간을 모형화한 해석모델로 윤축낙하시험을 수치적 묘0.6m 100

사하고자 하였다 본 연구에서 사용한 차량모델에 의해 단일 윤축 을 모형화. 1/4 (Wheelset)

하기 위해 대차프레임부 와 차체 부의 질량을 으로 입력하였으며(Bogie Frame) (Car Body) 0 ,

윤축 의 중량은 으로 설정하였다 개의 차륜에 대하여 헤르쯔상수(Wheelset) 20.07 kN . 1

는(Hertzian constant)   ×
으로 설정하였으며 개의 차륜이 개의 차축2 1

을 구성하므로 이 값의 두 배를 윤축의 헤르쯔 접촉상수값으로 설정하였다.
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mg

그림 윤중낙하시험 수치묘사 모델 침목간격 개의 침목 모형화7. (0.6m , 99 )
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차량 주행에 따른 판형교의 동적거동6.2

판형교 상을 주행하는 에 의한 동적응답을 비교하고자 다음과 같이 교량의 동적해석KTX

을 위한 수치해석모델을 설정하고 해석을 수행하였다 비교 대상인 실제의 교량은 장대레. Y

일화가 되지 않은 판형교 구간이며 여러 개의 단순지지된 판형이 연속적으로 배열되어 있,

는 교량이나 해석모델의 단순화를 위하여 개의 거더부분만 모형화하였다 수치시험결과 본1 .

연구에서 채택된 해석기법에 의한 해석결과는 계측된 실제교량의 거동과 비슷한 경향을 보

여줌을 알 수 있었으며 시간적분에 있어서 동적변화가 급격한 부분에서는 국지적변위오차,

평가가 입력으로 주어진 상대허용오차의 상한치값을 초과하여 적응적시간간격기법의 도입이

필요함을 확인 할 수 있었다.

V=26.1092m/s

12.90m 0.25m0.25m토공부 토공부
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그림 교의 동적해석 모델9. Y
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그림 중앙부의 연직처짐과 국지적상대오차 및 적분시간간격의 변화10.

결론 및 향후 연구방향7.

본 연구에서는 차량모델 간의 변위제한조건식에 의한 강체연결 및 핀이 있는 강체1/4 “ ” “

연결 을 통하여 다양한 형식의 차량 및 열차의 운동을 표현하는 것이 가능하고 차량주행시” ,

의 차량과 주행로를 이루는 구조물간의 동적상호작용문제를 접촉점의 변위제한조건식으로

방법에 근거해 표현하는 것이 가능함을 확인 할 수 있었다 또한 차원문제에도 같Penalty . , 3

은 방법으로 차량의 요잉 및 롤링 운동을 표현하는 것이 가능할 것이다(Yawing) (Rolling) .

본 연구에서의 접근방법과 같이 차륜과 레일의 접촉문제를 비선형 헤르쯔 접촉이론에 의해

구현함으로써 보다 실제에 가까운 접촉현상을 다양하게 표현할 수 있을 것으로 예상되며 레

일두면의 요철의 영향 강성천이구간의 영향 등 철도에서의 각종 진동요인의 분석 및 보강,

방안의 대책 수립에 활용될 수 있을 것으로 기대된다.

본 연구에서는 동적운동방정식의 적분법에 의한 시간적분에 있어 부분적으로 적Newmark

응적 시간간격조절기법을 도입하여 고정된 시간간격을 사용하는 것보다 개선된 해를 도출

할 수 있었다 하지만 시간적분에 의해 유발되는 오차를 완전히 제거하기 위해서는 개선의. ,

여지가 있다고 판단된다.
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