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ABSTRACT
The purpose of this paper is to develope a

large-scale mixed integer program MIPBB. In this
paper, the various issues such as branching
strategies, searching and bounding strategies,
storing basis information, handling numerical
instability, that are important for developing a
large-scale mixed integer programming program,
are considered. And the experimental results of
MIPBB are presented and compared to those of
GLPK.
Keywords : Linear Programming, Integer

Programming, Branch and Bound.

서론1.
혼합정수계획법 은 목적(Mixed Integer Programming)

함수와 제약식이 일차식이고 변수들이 정수 또는 실수를,
가지는 수리계획법을 의미한다 혼합정수계획법은 생[1].
산 및 제조 시스템 정보 통신 물류 및 유통 시스템 등, / ,
많은 분야에 응용되고 있는 수리계획법의 한 분야이지만,
최적해를 구하는 데 매우 많은 시간이 소요될 뿐 아니라,
현실에서 발생하는 문제는 대형인 경우가 많다 관련 프.
로그램으로는 CPLEX[6], MINTO[4], bc-opt[3],
ABACUS[7], XPRESS[15], MOSEK[14], GLPK[13] 등이
있지만 대부분 외국에서 개발되어진 상용 소프트웨어이
며 국내의 프로그램은 교육용 또는 소규모의 문제를 풀,
수 있는 수준이다.
혼합정수계획법의 대표적인 해법으로는 분지한계법

(Branch and Bound 과 절단평면법) (Cutting Plane 이 있)
다 최근에 효율적인 해법으로 알려져 있는 분지절단법.

은 분지한계법의 기반하에 절단평면을(Branch-and-Cut)
첨가하여 해를 구하는 방법이다 이러한 해법들이 현[2].
실의 대형문제를 위해 구현되어질 때 중요한 요소는 정
수변수의 개수가 많아질수록 급격히 증가하는 부문제의
수와 이를 저장하기 위한 메모리 공간의 크기이기 때문
에 부문제의 수를 줄이는 전략들과 부문제들에 관련된
정보를 효율적으로 저장 관리할 수 있는 자료구조의 사,
용이 필수적이다 또한 분지전략 탐색전략 한계전략. , , , ,
부문제 관련정보의 보관방법 수치적으로 불안정한 부문,
제의 대처방법 등이 중요하다.
따라서 본 연구에서는 대형 정수계획법 프로그램의 구

현 시에 고려해야 될 사항과 문제점을 고찰하고 이를 대
형정수계획법 프로그램 MIPBB에서 해결하는 방법을 제
시하도록 한다.

분지한계법2.
혼합정수계획법을 수식으로 표현하면 다음과 같다.

(2.1)

여기서, 는 정수변수의 집합이고, 는 비정수변수의

집합 , 은 와 의 합집합이다.
분지한계법의 절차와 본 연구에서 대상으로 하는 부분

들을 나타내보면 다음의 표 과 같다< 1> .

분지전략3.
정수계획법에서는 정수변수들 중에서 실수변수의 값을

가지는 변수를 선택하고 새로운 한계를 주어서 문제의
공간을 나누게 된다 선형계획법으로 이완 이하. ( LP이완)
된 부문제를 풀면 정수변수들 중에서 실수값을 가지는
정수변수가 존재하게 되고 그 중 하나를 선택한다 분지.
한계법을 효과적 수행을 위해서는 분지 변수 선택 시 목
적함수값의 상하한을 빠르게 수렴시키는 변수 선택은 부
모문제와 자식문제의 목적함수값의 차이를 크게하는 변
수의 선택이 유리하다.
최대 정수 비가능 을(Maximum Integer Infeasibility)
이용하는 방법

일 때 실수값을 가지는 정수변수,

들 중에서 인 변수 를 분지할

변수로 선택하는 방법이며 정수의 정도가 가장 좋지 않,
은 변수를 분지변수로 선택하는 것이다.
패널티 를 이용하는 방법(Penalty)
최적해의 상하한의 수렴을 위하여 일반적으로 부모문제

와 자식문제간의 목적함수값 차이를 크게 하는 변수를 선
택하는 것이 유리하며 실수값을 갖는 정수변수에 상하한,
을 주면 원비가능이 발생한다 쌍대단체법을 이용 원가능.
을 회복하기 위해서는 선회연산을 실시하며 회 선회연산, 1
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을 실시했을 때의 목적함수값의 감소량을 이용하여 분지
변수를 선택하는 방법이다 변수[10]. 를 실수값을 갖고

있는 정수변수라고 가정하면

(3.1)

과 를 제약식에 추가하여

를 분지하고 표준형으로 만들면 다음과 같다.

(3.2)
식 을 식 에 대입하면(3.1) (3.2)

(3.3)

이 된다 여기서. 가 음수이므로 원가능성이 깨

지게 되고 쌍대단체법에서, 이 회 선회연산에1

서 탈락변수가 된다. 을 추가하고 회 선회1

연산을 실시했을 때 목적 함수값의 감소량을 다운 패널,

티 라 한다(Down Penalty) . 인 경우 업 패널

티 라 하며 식 와 같이 계산이 된다(Up Penalty) (3.4) .

또는

(3.4)

또는
단( , :하한 비기저 지수, 상한: 비기저 지수)
패널티를 계산에 많은 시간이 소요되지 않으며 분지,

변수 선택 시에 계산되어진 패널티 값을 이용하여 LP이
완된 부문제의 목적함수값에 대한 상한 을(Upper Bound)
강화시킬 수 있는 장점이 있으므로 효율적이다.

탐색전략4.
탐색전략의 목적은 좋은 정수가능해를 빨리 찾아 현재

의 정수가능해보다 더 좋은 정수가능해가 존재하지 않음
을 보이는 것이다 탐색전략은 깊이우선탐색방법. , Best-

탐색방법 탐색방법 등이 있다First , Best-Projection .
깊이우선 탐색방법
문제 목록에서 가장 최근에 생성된 문제를 선택하는

방법이다 깊이가 늘어날수록 제약이 많아져 정수해에 근.
접할 가능성이 뿌리노드 보다 많아서 탐색에(root node)
필요한 기억공간의 요구량이 적고 정수해를 보다 빨리
찾을 가능성이 많다 또한 부모문제의 최적기저를 이용하.
여 자식문제에 쌍대단체법을 적용할 수 있다는 장점이
있지만 목적함수 값의 개선속도가 느리다.

탐색방법Best-First
문제 목록에서 문제 선택 시 목적함수 값의 한계가 가

장 좋은 문제를 먼저 선택하는 방법이며 정수해를 찾았,
을 경우 최적해에 가깝다 이 방법은 정수 가능해가 빨리.
발견되지 않는 경우 풀어야 하는 부문제의 수가 크게 증,
가하여 많은 메모리를 요구하게 된다 또한 이전 문제와. ,
다음 문제가 서로 연관성이 떨어지게 되어 부문제를 푸
는 경우 많은 계산량을 요구하게 된다 이러한 단점은 문.
제목록의 문제들의 부모문제의 기저정보를 저장한 후 이
정보를 이용함으로서 극복할 수 있다.

탐색방법Best Projection

문제 목록의 문제가 정수해를 가졌을 때의 목적함수값
을 추정하여 추정값이 가장 좋은 문제를 선택한다.

(4.1)

단, , 는 부문제 의 상한,

는 루트노드의 상한, 는 루트노드의 정수비가능의

합.
이 방법은 문제를 풀기 전에 정수 가능해를 가졌을 때

의 목적함수값을 예측할 수 있게 한다 정수가능해를 찾.
은 후에는 식 를 이용하여 탐색 대상 부문제들의 목(4.1)
적함수값을 추정하고 값이 가장 좋은 문제를 선택한다.
이것은 좋은 정수 가능해를 찾을 가능성을 높이며 좋은
정수해를 찾은 경우 많은 부문제들을 분지끝이 가능하게
됨으로써 전체 수행속도에 성능향상을 유도한다 부문제.
의 목적함수 값으로 사용할 수 있는 값은 MIPBB에서는
다음의 두 가지 방법을 사용하였다.

부모문제의- LP이완 목적함수 값을 이용
패널티값을 이용하여 목적함수 값의 한계강화-

부문제 와 부문제 의 LP이완 목적함수 값을 ,

라고 하면 이므로 는 부문제 에 대해 상

한을 제공한다 따라서 부문제. 의 부모문제의 LP이완
목적함수 값을 부문제 의 상한으로 사용할 수 있다.

패널티 값을 이용하여 목적함수 값의 한계를 강화시키
는 방법은 그림 과 같다 부모문제[ 1] . 를 LP이완하여

풀었을 경우의 목적함수 값을 라고 하면 부문제 와

은 분지과정을 통해 생성되어진다 분지변수 선택 시.
에 업 패널티 값과 다운 패널티값을 계산하게 된다 이것.
을 분지변수 선택시의 기준으로 사용할 뿐만 아니라 생
성되어지는 부문제 와 의 상한으로 사용할 수 있다.

한계전략5.
한계전략은 문제를 분지끝 시키는 전략이(Fathomed)

다.
부 문제 풀이 중 강제종료시키는 방법
LP이완 부문제를 풀 때 현재 정수가능해의 목적함수,

값보다 작은 값을 가지는 경우 분지끝 시킬 수 있다, .
비가능 판정
만일 패널티를 구할 수 없는 경우, LP이완된 부문제를

쌍대 단체법으로 풀었을 때 진입변수를 선택할 수 없는
비가능이라는 의미이기 때문에 분지끝이 가능하다.
목적함수 값이 개선되지 않은 경우
패널티는 회 선회연산을 실시했을 때의 목적함수값1

의 감소량이며 다음의 경우 문제를 분지끝 시킬 수 있,
다.

(≥ 부모문제의 목적함수값)-

(5.1)
분지변수를 선택하는 방법으로 패널티를 사용하여 분

지변수로 를 선택한다 이 문제에 제약식.

과 를 추가하여 문제를 분지시켰을 때 이 문
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제의 목적함수 감소량은 다음값보다 커지게 된다.
(부모 문제의 목적함수값)-

(5.2)
따라서 식 과 같은 경우에는 현 상황에서 분지끝(5.1)

판정을 내릴 수 있고 식 의 경우 분지끝이 가능하, (5.1)
다.

부문제의 저장6.
분지한계법에서 분지과정을 통해 생성되는 부문제들의

수는 급격히 증가한기 때문에 효과적 관리가 중요하다.
생성되어지는 부문제들의 저장 이진나무- (Binary

의 이용Tree)
일반적으로 분지한계법에서는 하나의 부모문제에서 분

지되어 두 개의 자식문제가 생성이 되어진다 효율적 관.
리를 위한 자료구조로는 이진나무를 이용하며 이것을 사,
용 부모문제와 자식문제 사이의 관계를 쉽게 알 수 있다.
기저정보의 저장
각 부문제의 최적기저를 보관하면 깊이우선탐색방법

뿐만 아니라 다른 탐색전략에서도 부모문제의 최적기저
를 이용할 수 있으며 부모문제의 최적기저를 초기해로,
이용하여 쌍대단체법을 적용할 수 있다.
변환된 기저정보의 저장
부모문제의 기저 정보를 초기 기저로 잡는데 이용하는

것이 유리하다 또 부모문제와 자식문제 사이의 변화된. ,
기저의 정보만 탐색나무에 보관하면 저장공간을 효율적
으로 사용할 수 있다.

원단체법과 쌍대단체법의 이용7.
는 원문제는 원단체법을 부문제들의 경우 부MIPBB ,

모문제의 최적기저를 이용 쌍대단체법을 적용한다.

실험결과8.
MIPBB는 언어를 사용하여 작성된 분지한계법 프로C

그램으로서 여기에 구현된 각각의 기법들의 효과들에 대,
해 실험적으로 분석하고자 한다 실험대상문제는 표. < 2>
에 나타낸 MIPLIB이며 실험환경은[12], Intel PentiumIII
600Mhz, RAM 이고 운영체제는128M Redhat Linux 7.0
이다 실험결과를 정리하여 보면 다음과 같다. .
분지전략
MIPBB에서는 여러 가지 분지전략들 중에서 최대비가

능과 패널티를 이용한 분지전략을 구현하였다 패널티를.
이용한 분지전략이 최대비가능을 이용한 분지전략에 비
해 생성되어지는 부문제의 수, LP 반복수 소요되는 시- ,
간 등에서 모두 우수함을 알 수 있다.
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부문제수 반복수 수행시간

최대정수비가능 벌금함수

탐색전략
탐색전략의 비교①
그림 은 탐색전략에 부문제의 수[ 3] , LP의 반복수 총,

수행시간을 실험한 결과이다 부문제 수 측면에서는.
과 탐색방법이 깊이우선탐색Best-Projection Best-First

방법에 비해 각각 와 감소 효과가 있다30% 25% . LP 반-
복수 측면에서는 와Best-First Best-Projection탐색방법
이 각각 와 정도 감소효과가 있었다 그리고 총22% 20% .
수행시간면에서는 와Best-First Best-Projection탐색방법
이 깊이우선탐색 방법에 비해 와 의 향상효과가12% 26%
있다.
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탐색전략 패널티 값 이용의 효과-②
부문제의 목적함수 값의 추정치와 부모문제의 LP이완

목적함수 값을 사용하는 경우에 대해 비교해보기로 한다.
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한계전략
MIPBB에서는 부문제가 비가능인 경우 부문제의, LP이

완 목적함수 값이 현재의 정수해보다 작은 경우에 대해
분지끝을 시킨다.
변환된 기저 정보의 저장
부모문제의 최적기저를 보관하고 있으면 깊이우선 탐

색방법 이외의 방법에 대해서도 부모문제의 최적해에서
쌍대단체법을 이용할 수 있다 이때 변환된 기저만 보관. ,
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하면 기저와 관련된 정보를 저장하는 데 정도의 저80%
장공간의 절감효과가 있다.
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쌍대단체법과 원단체법의 사용
부문제를 쌍대단체법으로 푸는 경우 수치적 불안정성

으로 인해 기저역행렬을 다시 계산해주는 과정이 발생하
고 프로그램의 수행시간의 성능 저하를 가져온다 문제, .
중 와Air02 LP4L은 원단체법과 쌍대단체법을 전환하여
푼 결과 각각 와 의 수행속도 향상을 가져왔다80% 90% .
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결론9.
본 연구에서는 혼합정수계획법의 해법인 분지한계법의

효과적 구현을 위해 분지 탐색 한계 전략 부문제를 효, , ,
율적 저장을 위한 여러 기법들의 구현 및 실험결과 분석
을 하였다 또한 부문제의 예측치의 한계 강화를 위해 분.
지변수 선택 시 계산되는 패널티를 이용하는 방법과 수
치적으로 불안정한 부문제는 쌍대단체법에서 원단체법으
로 전환하는 방법도 제시하였다 분지한계법 프로그램.
MIPBB는 공개용 우수 프로그램인 GLPK와 대등한 성능
을 보이고 있다 부문제수와 수행시간 면에서는. 에GLPK

비해 우수한 성능을 보이지만 LP반복수 면에서는 GLPK

에 비해 정도 많아 추후 연구가 필요하다50-60% .
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