
다항식 근사를 이용한 이족보행 로봇의 보행패턴 생성 
 

강윤석
† · 박정훈* · 임홍재** 

 

Walking Pattern Generation for a Biped Robot  
Using Polynomial Approximation 

 

Yun-Seok Kang, Jung-Hun Park and Hong-Jae Yim 

Key Words : Polynomial Approximation(다항식 근사), ZMP(zero moment point), Biped Robot(이족보
행 로봇), Stable Walking Pattern(안정적 보행패턴), Constrained Multibody System(구속 
다물체계) 

Abstract 

In this research, a stable walking pattern generation method for a biped robot is presented. A biped robot is 
considered as constrained multibody system by several kinematic joints. The proposed method is based on the 
optimized polynomial approximation of the trunk motion along the moving direction. Foot motions can be 
designed according to the ground condition and walking speed. To minimize the deviation from the desired 
ZMP, the trunk motion is generated by the fifth order polynomial approximation. Walking simulation for a 
virtual biped robot is performed to demonstrate the effectiveness and validity of the proposed method. The 
method can be applied to the biped robot for stable walking pattern generation. 

1. 서 론 

로봇산업은 21 세기에 가장 각광 받을 미래 기
술 중 하나로 향후 그 수요 확대가 가장 클 것이
다. 해양, 우주, 등 인간의 손이 닿지 않는 미지의 
분야를 개척하는 등 로봇의 용도는 다양하다. 특
히 이족보행 로봇은 인간과 유사한 구조를 가지고 
있으며, 인간이 살아가는 환경에 적합하다. 이족보
행 로봇의 이동성을 보장하기 위하여 보행패턴 생
성 방법에 대한 많은 연구들이 진행중이다(1~4). 이
족보행 로봇은 쉽게 넘어지는 경향이 있기 때문에 
보행시 동적 안정성을 고려하는 것이 중요하다(5). 
대표적으로 ZMP(zero moment point) 식은 이족보행 
로봇의 동적 보행 안정성에 대한 지표로써 보행패
턴 연구에 많이 사용되어왔다(6~9). 이전 연구에서

는 이족보행 로봇을 구속 다물체 계로 구성한 후 
기구학적 구속 조건식과 ZMP 식의 동시 적분을 
통하여 원하는 ZMP 를 만족하는 허리의 궤적을 
얻었다(10). 그러나 이 방법은 원하는 ZMP 를 정확
히 만족할 수 있는 장점은 있지만, 허리의 궤적이 
주기성이 없었고, 속도가 증가할수록 허리 궤적의 
범위가 커지기 때문에 보행동작이 부자연스럽고 
불안정해지는 경우가 발생한다. 즉 기구학적 특이
상태로 인한 보행속도 제한의 문제가 있었다. 
본 논문에서는 6 자유도의 구속 다물체계로 구

성된 이족보행 로봇의 보행 안정성과 보행속도에 
대한 유연성을 동시에 만족하기 위하여 ZMP 식을 
이용한다. 원하는 ZMP 를 만족하기 위하여 다항
식 근사를 이용한 보행패턴 생성 방법이 이용된다. 
보행 파라미터(parameter)를 만족하는 두 발의 궤
적과 5 차 다항식으로 근사화 된 허리궤적을 구동
조건으로 하는 이족보행 로봇의 기구동역학해석으
로부터 얻어지는 실제 ZMP 와 보행 파라미터에 
따라 정의 되는 원하는 ZMP 의 차가 최소화 될 
수 있는 다항식의 계수를 최적화 기법으로 결정하
여 안정적인 보행패턴을 생성하고자 한다.  
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2. ZMP 방정식 
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로봇은 보행할 때 중력가속도와 가감속도에 의
해 발생되는 관성력의 영향을 받는다. ZMP 식을 
이용하면 관성에 대한 영향을 고려할 수 있고, 
보행 시  동적인 안정성에 대한 보장도 가능하다. 
ZMP 는 로봇에 작용하는 모든 힘들에 의한 모멘
트의 합이 0(zero)가 되는 지면과 발사이의 점으
로 정의 된다. 보행 중 한발지지 상태에서 로봇
의 ZMP 가 흔히 안정영역 이라 불리는 발과 지
면사이의 접촉면에 존재하면, 이족보행 로봇의 
안정적인 보행을 구현할 수 있다. Fig. 1 은 제안
된 방법에 사용된 ZMP 와 기준 좌표계를 보여준
다. 여기서 XYZ 는 전체 기준 좌표계이고, iii zyx ′′′

는 i 번째 물체에 고정된 기준 좌표계(body fixed 
reference frame)를 나타낸다. 와 는 각각

의 원점까지 위치벡터와 점까지의 위
치벡터를 나타낸다. ZMP 를 나타내는 지면 위의 

점에서 관성력에 의한 반력만 작용한다고 
가정하면, ZMP 방정식은 다음과 같이 표현된다.  

ir ZMPr

iii zyx ′′′

ZMPp

ZMPp

 

3. 기구 해석 

Fig. 2는 본 논문에서 고려한 6자유도를 갖는 2
차원상의 이족보행 로봇을 나타낸다. 그림에서 볼 
수 있듯이 각 물체들은 여러 개의 회전조인트
(revolute joint)로 연결되어 있다. 기구학적 구속 조
건식은 다음과 같이 표현할 수 있다(11). 
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식(4)에서 는 일반좌표(generalized coordinates)

이다. 두 발과 허리를 규정된 운동(prescribed 
motion)으로 구동하면 로봇이 원하는 패턴으로 걸
을 수 있다. 여기서 규정된 운동은 구동구속조건
(driving constraints)으로 정의할 수 있다. 즉, 두 발
과 허리의 구동구속조건은 다음과 같이 표현할 수 
있다. 
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식(1)에서 은 물체의 번호이고, 틸데(～)는 교
대행렬(skew-symmetric matrix)을 의미한다. 식(1)
에서 Z 방향으로 외부 모멘트(external moment)가 
작용하지 않는다고 가정하면, 식(1)은 다음과 같
이 표현될 수 있다.  

n

 
여기서 , , 는 시간의 함수인 규정

된 운동을 의미한다. 
)(tf )(tg )(th

이족보행 로봇 시스템에서 두 다리와 허리의 규

 

 
Fig. 1 The reference frame and the ZMP 

 
Fig. 2 Model of 6 DOFs biped 
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정된 운동을 정의 하면, 나머지 물체들의 배치와 
각 조인트의 궤적은 기구학적 구속조건에 의해 결
정될 수 있다. 위치, 속도, 가속도 구속조건식은 
다음과 같이 표현된다. 
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위 식에서 는 에 대한 의 자코비안 행
렬(Jacobian matrix)이다. 
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Z는 식(8)의 위치 구속조건식을 이용하여 구한

다. 이것을 일반적으로 위치해석이라고 한다. 위치
해석은 뉴튼-랩슨 방법(Newton-Raphson method)에 
의해 수행되고 그 과정은 다음과 같다. 
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속도해석과 가속도 해석은 각각 식(9)의 속도 
구속식과 식(10)의 가속도 구속식을 이용하여 수
행된다. 기구해석을 통해 구해진 위치, 속도, 가속
도를 식(3)에 적용하면 이족보행 로봇의 ZMP 가 
계산될 수 있다. 

 

4. 다항식 근사 방법 

두발의 궤적은 지면의 상태나 로봇의 보행속도
에 따라서 결정된다. Fig. 3 은 본 연구에서 보행 
파라미터로 정의한 단위 주기에서의 보폭과 발 높
이를 나타낸다. 그림에서 는 보폭, sL H 는 한 걸

음에서 발의 높이를 의미한다. 두발의 궤적은 주
어진 파라미터에 의해 결정되었기 때문에 허리의 
X 방향운동만 정의된다면 로봇의 보행패턴 생성이 
가능하다. 따라서 본 논문에서는 허리의 X 방향운
동을 다음과 같은 5차 다항식으로 제안한다. 
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여기서 은 걷는 횟수, n τ 는 단위걸음에 대한 
주기, 는 허리의 X 방향 운동이고, 는 5 차 
다항식의 계수이다. 두 발의 궤적과, 허리의 Y 방
향, 회전 궤적들을 결정한 후에 원하는 ZMP 를 
만족하는 는 최적화를 통하여 얻어진다. 최적화
의 목적은 보행 안정성을 확보하는 값을 찾아내
는 것이다. 최적화에 사용된 목적함수는 원하는 
ZMP( )와 기구해석을 통해 얻을 수 있는 실
제 ZMP( )의 차에 대한 최대 절대값으로 정
의된다. 그러나 목적함수를 
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표현할 경우, 그 값이 0(zero)을 가지면 목적함수
의 경사도 계산이 안 된다. 이 수치적 문제를 피
하기 위하여 최적화의 목적함수를 다음과 같이 정
의하였다. 
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Fig. 4 에서 볼 수 있듯이 규정된 두 발의 궤적

에 따라서 허리의 X 방향궤적은 기구학적인 제한
을 받는다. 그림에서 과 , 과 , 

과 는 각각 

min
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mX max
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fX τnt = , ττ )1( +<< t nn , 

τ)1( += nt 일 때 기구학적으로 특이상태를 되는 
허리의 X 방향 최대, 최소 위치이다. 이 제한들을 
고려하기 위한 부등호 제약조건은 다음과 같다. 
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여기서 0α , mα , fα 는 기구학적인 특이상태를 

피하기 위한 작은 값이다. 
보행하는 동안 연속적인 허리의 궤적을 위하여 
τnt = 과 )τ(nt 1+= 일 때 다음과 같은 연속성에 

관련된 등호제약조건(equality constraints)이 요구된
다. 
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Fig. 3 Walking parameters 
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Fig. 4 Kinematic limitations of the biped robot 
 

Fig. 5 Flowchart for walking pattern generation 

보행시 속도와 가속도의 불연속은 충격 및 저크
(jerk)의 영향으로 보행 안정성을 나쁘게 한다. 속
도와 가속도에 대한 연속성 조건은 다음과 같다. 
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0)())1(( 11 =−+ ττ nxnx &&&&  (22)

 
한걸음에 대한 허리궤적을 구하면, 구해진 궤적
을 반복적으로 표현하여 모든 걸음에 대한 허리궤
적을 연속적으로 결정할 수 있다. 
식(16) ~ 식(22)으로부터 안정적인 보행패턴을 

생성하는 최적화 문제를 다음과 같이 정식화하여 
나타낼 수 있다. 
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여기서 는 설계변수

를 의미한다. 와 는 각각 식(17)~식

(19)의 부등호제약조건과 식(20)~식(22)의 등호제
약조건을 의미한다. 
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)(cjg )(ckh

Fig. 5 는 본 논문에서 제시한 방법에 대한 Flow 
chart를 나타낸다. 

 

5. 수치예제 

수치예제는 Fig. 2 에 나타난 2 차원 6 자유도 모
델을 이용하였다. 로봇의 높이와 총 질량은 각각
1.04[m]와 60kg 이다. 시스템에 관한 관성 특성치

와 길이 정보는 Table 1 에 나타나 있다. 허리의 Y
방향 궤적과 두발과 허리의 회전 각도는 각각 
0.84[m]와 0.0[rad]으로 일정한 값을 갖는다. 최적
화된 허리의 궤적을 얻기 위하여, MATLAB 의 
SQP 방법이 이용되었다. 수치예제에 사용된 보행 
파라미터와 속도는 Table 2에 나타나 있다.  
본 논문에서 제안한 방법의 타당성을 검증하기 
위하여, 1.8[km/h]의 보행 속도에 관한 모의실험을 
수행하였다. Fig. 6 은 보행 파라미터를 만족하는 
원하는 ZMP 와 규정된 두 발의 궤적을 나타낸다. 
최적화를 통하여 단위 걸음에 대한 허리의 X 방향 
궤적을 얻을 수 있었다. Fig. 7 은 최적화에 따른 
목적함수의 수렴 이력을 나타내고, 12 번 반복 후
에 최적의 값이 얻어졌음을 알 수 있다. Fig. 8 은 
한 주기동안 규정된 두발의 궤적과 최적화된 허리
의 궤적을 구동조건으로 하는 기구해석을 통한 실
제 ZMP 와 보행파라미터를 만족하는 원하는 ZMP
의 차인 (=∆ZMP DA ZMPZMP − )를 나타낸다. 여기
서 최대 는 0.0156[m]이고 이는 ZMP 가 안
정영역 안에 들어올 수 있는 허용치이다. Table 3
은 설계변수의 초기값과 최적화된 값을 나타낸다. 
Fig. 9 는 원하는 ZMP 와 로봇의 초기, 최적화 후 
실제 ZMP 를 보여준다. 그림에서 초기조건과 비

∆ZMP

 

Table 1 Length and inertia properties of the biped robot

Body number Length [m] Mass [kg] Inertia [kgm2]
Body 1 0.2 34 10-1 

Body 2 0.4 5 10-2 
Body 3 0.4 5 10-2 
Body 4 0.05 3 10-2 
Body 5 0.4 5 10-2 
Body 6 0.4 5 10-2 
Body 7 0.05 3 10-2  
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교하여 최적화 후에 가 더 작음을 알 수 
있다. Fig. 10 은 최적화된 허리의 X 방향 궤적을 
나타낸다. 생성된 보행 패턴의 안정성을 검증하기 
위하여 지면 접촉을 고려한 가상 이족보행로봇의 
보행거동 시뮬레이션을 수행하였다. Fig. 11 은 모
의실험을 통한 가상 이족보행 로봇의 스틱 다이어
그램(stick diagram)을 나타낸다. 그림을 통하여 가
상 이족보행 로봇이 전복 없이 안정적인 보행을 
하는 것을 볼 수 있다. 따라서 이상의 결과는  제
안된 방법이 이족보행 로봇의 보행패턴을 효과적
으로 생성함을 보여준다. 

∆ZMP

 

 

 
(a) Prescribed foot motions 

 
(b) The desired ZMP 

Fig. 6 Prescribed foot motions and the desired ZMP for 
the case  ]/[8.1 hkm

 
Fig. 7 Convergence history of  ∆ZMP

Table 2 Walking parameters for different walking speeds

Walking speed [km/h] sL [m] H [m] τ [sec] 
1.8 0.8 0.10 0.8  

 

Fig. 8 for the optimized trunk motion,  ∆ZMP )(1 tx
 

Table 3 The initial coefficients and optimum of the 
proposed 5th order polynomial 

Design variable Initial values Optimum 
 0 -2.640 
 0.25 16.457 
 0 -39.292 
 0 44.558 
 0 -23.268 
 0 4.450  

0c

1c

2c

3c

4c

5c
 

 

Fig. 9 The optimized ZMP compares with the initial 
ZMP 
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