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Abstract 

 This study proposes a new two-level condensation scheme for the construction of a reduced system. In 
the first step, the candidate area is selected for the construction of the reduced system by energy estimation in 
element-level. In the second step, primary degrees of freedom are selected by sequential elimination from the 
candidate degrees of freedom linked to the selected elements. Numerical examples demonstrate that the 
proposed method saves the computational cost effectively and provides a reduced system which predicts the 
eigenvalues accurately. Moreover, the well-constructed reduced system can present the reliable behavior of 
the structure under arbitrary dynamic loads comparing to that of global system. Time integration in a reduced 
system can save the computing time remarkably. Through a few numerical examples, the efficiency and 
reliability of the proposed scheme are verified.  

1. 서 론 

  일반적으로, 대형 구조물의 고유치 및 동적 해
석을 위해서는 많은 전산자원과 계산 시간이 요
구된다. 과거부터 이 문제를 보다 효율적으로 해
결하기 위한 많은 기법들이 제안되어 왔다. 제안

된 기법들은 대부분 구조물의 거동은 몇 개의 중
요 저차모드에 의해 지배된다는 것을 이용한다. 
이러한 특성을 이용하여 중요 저차모드를 추출하

여 축소시스템을 구성함으로써 연산시간과 전산

자원을 줄이기 위한 방법들이 제안되었다[1~4]. 
주자유도 선정을 통해 축소시스템이 구성되면, 

고유치 해석을 위한 시간비용의 절감은 확연하다. 
또한, 선정한 주자유도들로부터 보다 정확하고, 
효율적인 시스템 구성을 위한 연산 기법도 제안

되어 왔으며, 대표적인 기법으로 Guyan method 
가 있다[1]. 축소시스템의 정확성과 효율성을 결
정하는 요인은 두 가지로 나누어 생각할 수 있다. 
첫째는 적절한 주자유도 선정 문제이고, 두번째

는 주자유도와 부자유도 사이의 관계를 표현하는 
변환행렬의 오차를 최소화하면서 시스템을 근사

화하는 문제이다. 정확한 축소시스템의 구성을 
위해서는 주자유도 선정이 가장 중요하며, 적절

히 근사화된 행렬연산을 사용하더라도, 선정된 
자유도에  따라서 그 한계를 갖게 된다.  
  본 연구에서는 축소시스템 구성을 위해서 2 단

계 축소기법을 사용한다. 이 방법은 순차적 소거

법(Sequential Elimination Scheme)의 신뢰성과 계산

측면에서 효율성을 갖고 있다.  
  적절히 구성된 축소시스템은 고유치 문제에 국
한되지 않고, 다양한 응용분야에 적용될 수 있다. 
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본 연구에서는 임의의 하중하에서 축소시스템을 
이용한 시간적분을 통해 구조물의 거동을 살펴본

다. 일반적인 정하중 하에서는 몇 개의 저차모드 
만으로도 동적 거동을 잘 표현할 수 있다.     
  그러나, 고차모드의 영향을 무시할 수 없는 충
격하중이나 짧은 주기를 갖는 동하중하에서는 입
력 하중의 주파수를 포함할 수 있는 자유도의 선
정이 필요하다.  
  본 연구에서는 축소시스템에서 동적 거동을 수
행하고, 특히 짧은 주기의 동하중하에서 고려되

어야 할 주자유도의 선정문제에 대해서 살펴보고

자 한다. 

2. 2단계 축소기법에 의한 축소 시스템  

구성 

2.1 2단계 축소기법 
  주자유도 선정 방법 중에서 순차적 소거법이 
가장 널리 사용되고 있다[5]. 그러나, 이 방법은 
매 알고리즘마다 한 개의 자유도 만을 소거하므

로, 최종적인 축소시스템을 구성하기 위해서는 
상당한 시간을 요구하게 된다. 최근에는 자유도 
별 에너지 평가에 의해 주자유도를 한번에 선정

하는 방법이 제안되었다[6]. 이 방법은 시간 소요

의 문제는 없으나, 저차모드를 강조하는 경향을 
보인다. 본 연구에서 사용된 2 단계 축소기법은 
순차적 소거법의 신뢰성과 시간 문제에서의 효율

성을 보증한다. Fig.1 은 2 단계 축소법의 전체적

인 알고리즘이다.  
 

The Extraction of Ritz vector

Element Selection by Energy Estimation

Construction of First Reduced System

Employment of Sequential Elimination

Selection of Final Degrees of Freedom

First
Condensation 

Step

Second
Condensation 

Step

Recovery of the Eigenvectors 
with Global Matrix  

 
Fig. 1 Whole algorithm of Two-level condensation 

scheme 
 

Fig.2 는 2 단계 축소법의 과정을 묘사한 것이다. 1
단계는 요소단위의 에너지 평가를 통해 주자유도 

선정을 위한 후보 영역을 선택하고, 2 단계에서는 
순차적 소거법에 의해 최종적인 축소시스템을 구
성하게 된다.  

(a)

(b) (c)First condensation step Second condensation step

Original system

 
Fig.2 Configuration of two-level condensation scheme 

 
2.2 1단계 축소 시스템 구성 
2.2.1 리츠벡터(Ritz vector) 
  후보영역 선정은 요소단위의 레일리(Rayleigh) 

에너지 평가를 통해 이루어진다. 이를 위해 리츠

벡터(Ritz vector)계산이 필요하다. 리츠벡터 계

산을 위한 초기 가상하중은 질량행렬의 대각항을 

통해 근사화하고, 식 (1)과 같은 정적 문제를 구

성하게 된다. 구해진 해는 식(2)의 정규화 과정

을 통해 첫 번째 리츠벡터가 된다.  

       
[ ]{ } [ ]*(1)

ii=K x M
             

(1) 

{ } { } { } [ ]{ }* * *(1) (1) (1) (1)/
T

=x x x Μ x   (2) 

식 (2)에서 구해진 결과는 질량행렬과의 연산을 

통해 두번째 리츠벡터를 구하기 위한 가상하중 벡

터로 사용된다. 이전 단계에서 구해진 벡터들은 

Gram-Schmit 직교화 과정을 통해 현재 단계의 벡

터로부터 제거된다. 식 (3)은 이 과정을 보여주고 

있으며, 원하는 개수의 리츠벡터를 얻을 때까지 

반복된다.  

{ } { } { } [ ]{ } { }

{ } { } { } [ ]{ }

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

( ) ( ) ( ) ( )/

i Ti i k k k

k

Ti i i i

−

=

⎡ ⎤= − ⎢ ⎥⎣ ⎦

=

∑x x x M z z

z x x M x
   (3)

 

여기서, i 는 현재의 리츠벡터를 의미하고, k 는 
이전 단계에서 구해진 리츠벡터를 의미한다.  

2.2.2 요소단위의 에너지 평가 
  앞에서 구해진 리츠벡터는 요소단위의 에너지 

평가를 수행하는데 사용된다. 식(4)가 요소단위 

레일리 에너지 계산을 나타낸다.  
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Tk i kn
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⎡ ⎤⎡ ⎤⎣ ⎦⎢ ⎥λ =
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∑
z K z
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         (4) 

여기서, ⎡ ⎤⎣ ⎦
i
eK , ⎡ ⎤⎣ ⎦

i
eM 은 각각 요소단위의 강성, 질

량행렬이고, { }( )kz 는 k번째 리츠벡터를 의미한다. 

m개의 요소를 선택하는 경우 요소단위의 레일리 

에너지 값이 작은 순서대로 선택된다. 

2.2.3 가중치의 고려 
  가중치는 저차모드만을 강조하는 경향으로 선택

되는 것을 피하기 위해 사용된다. 가중치는 강성 

및 질량 행렬의 대각항으로 부터 얻어진다. 

[ ]K , [ ]M 이 n × n 행렬일 경우, 강성과 질량행렬의 

대각항으로 구성된 벡터의 크기는 n × 1 이 된다. 

이 벡터로부터 각 요소의 자유도에 해당되는 성분

을 추출하여 내적을 수행한 후, 가중치를 계산하

게 된다. 계산식은 식 (5)와 같다.  

( )2
max/ , / /

Ti e e e e
e i i ii ii ii iiw ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ψ ψ ψ = ⎣ ⎦ ⎣ ⎦K M K M  (5) 

가중치를 고려한 요소단위의 레일리 에너지 값은 

식 (6)과 같다. 

1

k
i i i
e e e

i
w

=

Π = λ∑                (6) 

2.3 2단계 축소 시스템 구성 
  1단계 축소결과로부터 얻어진 후보 영역에 순차

적 소거법을 적용하여 최종적인 축소시스템을 구

성하게 된다. 기존의 순차적 소거법은 상당히 많

은 연산시간을 필요로 한다. 2단계 축소법에서의 

순차적 소거법은 1단계 축소과정을 거친 축소시스

템에 적용되므로, 많은 시간을 요구하지 않을 뿐

만 아니라, 순차적 소거법의 신뢰성을 확보할 수 

있는 장점이 있다. Fig.3 은 2단계에서 적용되는 

순차적 소거법의 전체적인 알고리즘을 보여주고 

있다.  

 
Number of primary degree of 

freedom : N

Ratio calculation                 
of the diagonal terms             
in mth reduced system

One degree of freedom of the 
highest value is stored as slave 

D.O.F

Reconstruction of matrices 
connected with mth iteration

Construction of mth reduced 
system

Nth Iteration 
Performed      

(m = 1,2,….,N)

Number of primary degree of 
freedom : N

Ratio calculation                 
of the diagonal terms             
in mth reduced system

One degree of freedom of the 
highest value is stored as slave 

D.O.F

Reconstruction of matrices 
connected with mth iteration

Construction of mth reduced 
system

Nth Iteration 
Performed      

(m = 1,2,….,N)

 
 

Fig.3 Sequential elimination algorithm in the 2nd step of 
the proposed scheme 

3. 수치예제 

 몇 가지 수치예제의 고유치 해석을 통해 제안된 

방법을 검증한다.  

3.1 원뿔형 구조물 
  첫 번째 예제는 원뿔 형상의 구조물이다. 아래

면이 고정되어 있고, 해석 조건은 Fig.4에 주어

져 있다. 축소시스템을 구성하기 위해 주자유도 

50개가 선정되었으며, 이것은 전체시스템의 2.5% 

의 시스템이다. 1단계 과정을 통한 후보 영역과 

최종적으로 선정된 주자유도가 Fig.5에 주어졌다. 

100mm

100mm

100mm

Bottom 
clamped

3

E=100Gpa
v = 0.25
t = 1mm
density = 2800 kg/m
total node = 323
total DOF = 1938

 
Fig.4 configuration of clamped conical structure 

(a) Area approximation in first 
condensation step

(b) Primary degrees of freedom in 
second condensation step  

Fig.5 Selection results of the primary degrees of freedom 
by the proposed scheme 

Table 1 은 전체시스템과의 고유치 비교를 통한 검
증결과를 보여주고 있다. 10 개의 고유치를 비교하

였으며 최대 오차값이 0.02%를 나타내고 있다. 이
를 통해 제안된 방법의 신뢰성을 확인할 수 있다. 

Table 1 Eigenvalue comparison between reduced system 
and global system in conical structure 

Mode 
No. 

Reduced 
system 

Global 
system Error(%) 

1 11.680 11.680 0.000 
2 15.043 15.043 0.000 
3 21.475 21.474 0.004 
4 23.695 23.695 0.000 
5 24.886 24.886 0.000 
6 28.522 28.522 0.000 
7 35.324 35.323 0.003 
8 37.214 37.214 0.000 
9 41.687 41.687 0.000 
10 54.854 54.886 0.020 

 
3.2 샤프트 구조물 
 Fig.6 은 샤프트 예제이다. 4 절점 사면체 요소를 
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사용하였으며, 3705 개의 요소와 1193 개의 절점으

로 구성되어 있다.  

 
Fig.6 Configuration and analysis condition of shaft 

Fig 7 은 1 단계과정의 후보영역과 2 단계과정을 통
한 최종적인 주자유도 선정 결과이다. 고유치 해
석결과는 Fig. 8 에 주어졌다. 15 차 모드까지 구한 
오차값을 나타내고 있으며, (a)는 최종적으로 60 개

의 주자유도를 선정한 결과이고, (b)는 80 개의 주
자유도를 선정한 결과이다. 결과에서 최대 오차값

은 0.4%이하이며, 제안된 방법의 신뢰성을 잘 나
타내고 있다. 

1st condensation step 2nd condensation step
 

Fig.7 Selection result of primary degrees of freedom by 
two-level scheme in shaft 
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Fig.8 Error estimation of reduced system by two-level 
scheme in shaft 

4 축소시스템에 의한 구조물의 동적 거동 

  앞에서 2 단계 축소법을 이용한 축소시스템 구
성에 관하여 설명하였다. 축소시스템이 잘 구성되

면, 전체 시스템으로부터 구해진 고유치 값과 거
의 일치하는 결과를 얻을 수 있으며, 시간 비용면

에서는 매우 효율적인 방법이 된다. 또한, 전산자

원과 시간이 많이 소요되는 대용량 구조물의 동적

거동 구현을 위한 시간 적분법에도 적용될 수 있
다. 몇 가지 수치예제를 통해 그 신뢰성을 살펴보

고자 한다. 
4.1정현파 하중하의 단순지지된 평판 
  첫 번째 예제는 단순 지지된 평판 문제이다. 

정현파 하중이 가해지고 있으며, 동하중 위치는 

평판의 중앙점이다. 전체시스템과의 비교는 절점 

두곳에서 수행되었고, 위치는 Fig.9 에 나타내었다. 
축소시스템을 구성을 하기 위해 주자유도는 40 개

가 선정되었으며, 선정결과는 Fig.10 에 주어졌다. 
동하중의 주기 T=1s(6.28Hz)로 주어지는 경우는 
입력하중이 저주파영역이므로 저차모드만으로도 
구조물의 거동을 잘 표현할 수가 있다. Fig.11 은 
Fig.10 에서 선정된 주자유도만으로 구성된 축소시

스템으로 시간 적분을 수행한 결과를 나타낸 것이

다. 시간 간격은 0.004 초이며, 시간 범위는 0 ~ 4
초까지이다. 결과로부터, 하중위치를 고려하지 않
았으나, 저차모드만을 고려한 축소시스템만으로도 
동적 거동을 잘 나타낼 수가 있음을 알 수 있다.  

Time (sec)

F

200 KN

T
100mm

100mm

Simply Supported

F

145

179

 
Fig.9 Configuration of plate model and dynamic loading 

(a) Area approximation in first 
condensation step

(b) Primary degrees of freedom 
in  second condensation step

 Fig.10 Selection result of primary degrees of freedom 
by two-level scheme in plate 
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 Fig.11 Time response by reduced system at the position 
number 145 and 179 
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그러나, 입력하중의 주기가 짧아지거나 충격하중

이 되면 고차 모드의 영향을 무시할 수 없기 때문

에, 이를 고려하는 자유도의 포함이 필요하다. Fig. 
11 은 정하중 해석에 의해 입력하중의 영향을 고
려할 수 있는 자유도를 추가적으로 선정한 결과이

다. Fig.11 에서 선정된 주자유도를 통해 축소시스

템을 구성하였고, 그것에 의한 시간 적분 결과가 

Fig.12 에 주어진다. 가해진 입력하중의 주파수는 

157.1Hz 이다. Fig.12 는 전체시스템과 각 주자유

도 개수에 따라 나타나는 거동을 비교한 것으로, 

주자유도 선정이 충분하지 못한 경우는 고주파의 

영향을 나타내지 못하고 있음을 알 수 있다. 

Artificial selection to consider the frequency 
and location of the dynamic loads
Artificial selection to consider the frequency 
and location of the dynamic loads

 
Fig.11 Selection of the primary DOFs and the artificial 

DOFs for loading frequency 
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Fig.12 Time response comparison of 15DOFs, 40DOFs,  
60DOFs and 90 DOFs reduced system and global  
system in 157.1Hz loading frequency    
(position number: 149 and 179) 

 

주자유도 선정 개수의 기준은 리츠벡터의 계산

에 의해 이루어진다. 축소시스템을 구성하기 위해 
사용된 리츠벡터는 구성된 축소시스템이 포함할 
수 있는 주파수 값에 대한 근사화된 정보를 제공

할 수 있다. 따라서, 입력 주파수와의 비교를 통해 
축소시스템이 해당 주파수 범위를 포함하는지 여
부를 예측할 수 있다. 만약, 축소시스템의 최대 주
파수값이 입력주파수보다 작은 경우는 Fig.11 과 

같은 정하중 해석작업을 통한 인위적인 주자유도 

추가가 필요하다. Table 2 는 리츠벡터 계산을 통
한 축소시스템의 자유도 개수 선정 기준을 보여주

고 있다. 결과에서 입력 주파수 157.1Hz 는 87 번

째 모드에서 나타나며, 이를 위해서는 적어도 90
개 이상의 주자유도 선정이 필요함을 예측할 수 
있다. Fig.12 의 결과에서도 주자유도 90 개로 구성

된 축소시스템의 전체시스템의 거동과 잘 일치하

고 있으며, 충분하지 않은 주자유도 개수로 구성

된 축소시스템은 고차의 영향을 잘 표현하지 못함

을 알 수 있다.  

Table 2 Exact Ritz vector and selection estimation of   
primary DOFs in 157.1Hz loading case 

 Mode Frequency(Hz) Mode Frequency(Hz)

76      86.37   86    153.29 
77      90.08   87    156.12 
78      97.10   88    162.83 
79      97.52   89    171.93 
80     100.14   90    187.08 
81     108.60   91    207.65 
82     115.65   92    234.42 
83     119.23   93    264.00 
84     124.41   94    297.57 
85     133.70   95    316.91 

 
4.2원뿔형 구조물 
  두 번째 예제는 원뿔형 구조물에 삼각파형 동

하중이 가해지는 경우이다. 하단부분에 고정되어 

있고, 비교 위치는 절점 19 와 290 이다.  

200mm

100mm

Bottom 
clamped

200mm

F

Time (sec)

F
200 KN

TT/2

19

290

Fig.13 configuration of cone structure and loading type 
  Fig.14 는 62.8Hz 의 입력하중이 가해질 때, 2 단

계 축소법에 의한 주자유도 선정 결과이다. Table 3
은 리츠벡터에 의한 주자유도 선정 개수를 나타내

고 있다.  
Artificial selection for    
Loading Frequency

Selection by Two-Level 
Condensation Scheme

 
Fig.14 Selection of the primary DOFs and the artificial 

DOFs for loading frequency (T = 0.1s) 

대한기계학회 2004년도 추계학술대회 논문집

 457



 

Table 3. Exact Ritz vector and selection estimation of  
primary DOFs in 62.8Hz loading case 

 Mode Frequency(Hz) Mode  Frequency(Hz) 

  1  41.42   11     116.38 
  2  41.42   12     116.38 
  3 52.49   13     123.55 
  4 52.49   14     123.55 
  5 78.55   15     131.69 
  6 78.55   16     131.68 
  7 95.33   17     133.51 
  8 95.33   18     133.51 
  9 112.10   19     139.79 
 10 112.10   20     139.79 

 
위의 결과로부터 10 개의 주자유도를 선정 
하였으며, 하중위치를 포함시킨 경우와 그렇지 
않은 경우의 축소시스템에서의 거동을 비교하였다. 
결과는 Fig.15 에 주어져 있다.  

 
Fig. 15 Time response comparison of reduced system and 

global system in 62.8Hz loading frequency 
하중위치를 포함시키지 않은 경우는 초기시간에 
서 약간의 오차를 보이고 있으나, 입력주파수를 
고려한 주자유도를 추가한 경우는 매우 신뢰성 
있는 동적 거동 결과를 보여주고 있다. 
  하중위치를 고려하지 않은 경우, 초기 오차는 
구성된 축소시스템이 입력주파수를 포함하지                                               
못하고 있기 때문으로 사료된다. 물론, Table 3 에서 
주어지는 모드들을 포함하기 위해 그 보다 많은 
10 개의 주자유도를 선정하였으나, 반드시 선정된 
주자유도가 입력 하중의 주파수를 포함한다는 
보장은 없다. 따라서, 신뢰성 있는 동적 거동을 
나타내기 위해서는 구조물의 고유모드와 입력 
하중 주파수를 동시에 고려한 주자유도 선정이 
필요할 것으로 사료된다. 

5. 결 론 

  본 연구에서는 효율적이고, 신뢰성있게 축소시

스템을 구성할 수 있는 2 단계 축소기법을 사용하

였다. 이 방법은 요소단위의 레일리 에너지 평가

를 통해 후보 영역을 선정하는 첫 번째 단계와 순

차적 소거법이 적용되는 두 번째 단계로 나뉘어 
진다. 순차적 소거법이 한번의 축소과정을 거친 
시스템에 적용되므로 많은 시간을 필요로 하지 않
으며, 신뢰성 높은 순차적 소거법을 적용하므로 
최종적인 고유치 해석 결과도 매우 정확하다. 몇 
가지 수치예제를 통해 제안된 방법을 검증하였다. 
축소시스템은 고유치 해석 뿐만 아니라, 시간 적
분법에 의한 구조물의 동적 거동을 표현할 수 있
다. 잘 구성된 축소시스템은 전산자원과 시간비용

을 절감할 수 있을 뿐만 아니라, 전체 시스템의 
해석결과에 상응하는 정확한 결과를 얻을 수 있다.  
  본 연구에서는 리츠벡터 계산을 통해 선택해야 
하는 주자유도 수를 가늠한 후, 축소시스템을 구
성하였다. 가해진 하중의 입력 주파수가 축소시스

템에 의해 포함되는 저주파일 경우는 축소시스템

만으로도 신뢰성 있는 동적 거동을 나타낼 수 있
따. 그러나, 입력 하중의 주파수가 축소시스템이 
포함하지 못하는 고주파 영역일 경우는 고차 모드

의 영향을 나타내지 못하기 때문에 이에 대한 고
려가 필요하다. 이를 위해 가해진 하중을 정하중

으로 간주하고, 정적 해석을 수행한 후 이를 토대

로 영향력있는 자유도를 인위적으로 선정하였다. 
그리고, 선정된 자유도를 주자유도로 추가하여 축
소시스템을 구성함으로써, 신뢰성있는 동적 거동

을 나타낼 수 있다.  
  본 연구는 동적 해석 뿐만 아니라, 축소시스템

을 통한 최적화 문제, 대용량 구조물에서의 영역 
분할을 통한 축소시스템 구성 문제등으로 확장할 
계획이다.  
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