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Abstract 

EK pumps packed with particles inside capillaries are involved in the mixed electroosmotic flow and pressure 
driven flow. For analysis in the porous EK pumps, the volume-averaging technique is applied to derive the 
volume-averaged equations for momentum and electrical potential. By using the volume-averaged equations, 
analytical solutions for electric potential and velocity distribution due to the mixed electroosmotic and 
pressure driven flows are obtained. The present analysis is validated by comparison with numerical and 
experimental results for the case of microchannel EK pumps.  

기호설명 
AR   aspect ratio 
Da   Darcy number 
e    electric charge 
E    electric field 
k    Boltzmann constant    
K    permeability 
n    number of ions 
P    pressure 
Q volume flow rate 
T temperature 
u velocity 
 
Greek symbols 
αs wetted area per volume 
ε permittivity 
λD Debye legnth 
µ viscosity 
ξ porosity 
ψ potential  

ζ zeta potential 
 

1. 서 론 

많은 분자들은 수용액에서 양전하나 음전하를 
띠고 있는데 이때 외부에서 전기장을 걸어주면 각 
이온들은 반대 전하를 띤 전극으로 이동하게 된다. 
모세관에서 이온을 띤 물질이 분리 되어지는데 기
여하는 유체의 움직임에는 Electroosmotic Flow 가 
있다. 대표적인 예를 보면, Fused Silica Capillary의 
벽은 표면 Silanol Group 이 이온화되어 수용액 중
에서 음전하를 띠고 있다. 그러므로 Silica 표면과 
용액 사이의 계면에서는 Bulk 용액에서와는 달리 
양전하를 띤 전해질이 모여서 전기층 (Electrical 
Double Layer) 을 만든다. 여기에 Silica 표면과 평
행하게 전장을 걸어주면 표면 가까이에 더 많은 
이온들은 음극으로 이동하고 이때 이온들이 
Solvate 되어 용매를 끌고 이동하게 된다. 이러한 
원리를 이용한 공학적응용 사례로 Electrokinetic 
Pumps (EK Pumps) 가 대표적이다. EK Pumps는 펌
프 내 움직이는 부분이 없고, 특히 높은 압력을 
생산해 내는 고유의 장점이 있다 [1-4]. 
일반적으로 Electroosmosis 에 의해 작은 유량

이 발생한다. 하지만 EK Pumps 의 높은 압력 이외
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에 유량의 증가 역시 필요하다. 이를 위한 시도들 
중에서 다공성 매질을 이용한 Pumps 제작이 있다. 
Capillaries (~O(100µm)) 안에 Particles (~O(1µm))를 
채워 넣어서 Capillaries 의 단면적은 증가시키며 
Pore 의 크기는 작게 하여, 압력과 유량을 모두 증
가시키고자 하는 것이다. 이에 다공성 매질을 이
용한 EK Pumps 에 대한 실험적 연구가 많이 진행
되어 왔다 [5-7]. 하지만 이를 뒷받침해주는 해석
적 모델은 미흡했다. 본 연구에서는 다공성 매질
을 이용한 EK Pumps 의 유체 유동을 예측하는 해
석적 모델을 제시하였다.  

 

2. 문제의 정의 및 지배방정식 

2.1 문제의 정의 
 
그림 1(a)는 EK Pumps 의 개략도이다. 외부에서 

걸어주는 전기장에 의해 발생하는 Electroosmotic 
Flow 에 의해 펌프 뒤쪽에서의 수위가 높아지게 
된다. 수위의 상승은 압력의 상승을 의미하게 되
며, 뒤쪽에서의 압력의 상승은 Electroomsotic Flow
와 반대 방향으로의 Pressure Driven Flow을 발생하
게 된다. 즉 EK Pumps 내의 유동은 Electroosmotic 
Flow 와 Pressure Driven Flow 이 결합되어 있는 형
태이다. (그림 1(b)) 이때 유동은 완전 발달 유동으
로 간주되며, Electroosmotic Flow와 Pressure Driven 
Flow 은 선형 결합으로 이루어 진다. 또한 EK 
Pumps 내는 다공성 매질 (Porous materials)로 이루
어져 있다 [8].  
   
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

(a)  
 
 
 

 
 
 

     (b) 
Fig. 1 (a) Schematic of EK pumps and (b) Principle of 

operation of EK pumps 
 

 
 

2.2. 지배방정식 
EK Pumps 내의 유동의 지배 방정식은 다음과 

같다.  
022 =∇−∇−∇ PEu xψεµ         (1) 

 
위 식은 완전 발달 유동을 만족하게 되어 유동의 
대류 항이 생략된 식이다. 좌변의 첫 항은 점성력
를 의미하는 항이고 둘째 항은 외부에서 걸어준 
전기장에 의한 전기력을 나타내고, 마지막 항은 
유동 방향으로의 압력 강하를 의미한다.  
식 (1)은 순수한 Electroosmotic Flow 와 Pressure 
Driven Flow 으로 다음과 같이 두 식으로 분리 되
어진다.  

022 =∇−∇ xeo Eu ψεµ           (2) 

02 =∇−∇ Pu pµ             (3) 

여기서 peo uuu += 이다. 즉 EK Pumps 내의 유체 

유동은 Electroosmotic Flow 에 의한 유동과 그 반
대 방향으로 Pressure Driven Flow의 선형적인 결합
으로 이루어 진다. 식 (2)의 구동력을 의미하는 전
기력은  EK Pumps 내에 발생하는 Electric Potential, 
ψ 에 의해 결정된다. Electric Potential 은 Possion-
Bolzmann 식을 풀어서 구할 수 있다. 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=∇

kT
zeezn ψ

ε
ψ sinh2 02          (4) 

 
2.3. Volume Averaging 방법 
그림 2 에서 보듯이, 다공성 매질로 이루어진 

EK Pumps 내의 유동을 해석하기 위해서 Volume 
Averaging 접근법을 이용하여 간단히 해석하고자 
한다. 이를 위해서 Local Volume Averaging 방법을 
이용하여 앞에서 제시된 지배방정식들을 다음과 
같이 Volume-Averaged Equations 으로 유도하고자 
한다.   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Fig. 2 Porous EK Pumps 
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Local Volume Averaging 은 다음과 같이 정의 된

다. 

∫Ψ=Ψ
V

dV
V
1              (5) 

유체 상 (Fluid Phase)에서의 Intrinsic Averaging 다
음과 같다. 

∫Ψ=Ψ

fVf
f dV

V
1           (6) 

위 두 종류의 Averaging 는 다음과 같은 관계가 있
다. 

f
ξ=                (7) 

또한, Gradient 항을 다룰 때 사용되는 다음과 같은
Volume Averaging Theorem이 있다.  

A
V

sfA

dn1 ∫ ⋅Ψ+Ψ∇=Ψ∇      (8) 

식 (6)와 (8)를 식 (2)와 (3)에 대입하여 다음 식들
을 얻는다. 

( ) ( )[ 01

22

=⋅∇−⋅∇+

∇−∇

∫ s

A

xeo
f

xffeo

dAEnnu
V

Eu

sf

rr
ψεµ

ψεµ

]  (9) 

( ) 012 =∇−⋅∇+∇ ∫ fs

A

p
ffp PdAnu

V
u

sf

r
µµ   (10) 

식 (9)와 (10)은 Pure Electroosmotic Flow와 Pressure 
Driven Flow 대한 Local Volume Averaging 된 지배 
방정식들이다. 
식 (10) 좌변의 첫째항은 Macroscopic Viscous 

Force 를 그리고 두번째 항은 Microscopic Viscous 
Force 를 의미한다. 전자는 벽면 근처에서 발생하
는 전단력을 의미하므로 벽면 근처에서 지배적이
며, 후자는 다공성 매질 안의 고체 상 표면에서 
발생하는 전단력이므로 벽면에서 떨어진 다공성 
매질 내에서 크기가 지배적이 된다. 이 항은 또한 
Darcy term 으로 알려져 있다. 식 (10)는 잘 알려진 
Brinkman Darcy extended 식으로 표현된다. 

02 =∇−+∇ ffpfp Pu
K

u µµ      (11) 

여기서 K는 Pressure Driven Flow에서 정의되어지
는 Permeability이다.  
Pressure Driven Flow 와 마찬가지로 식 (9)의 첫째
와 둘째항은 각각 Macroscopic Viscous Force 항과
Macroscopic Electric Force 항을 나타낸다. 또한 식 
(9)의 셋째와 넷째 항은 Microscopic Viscous Force

와 Microscopic Viscous Force 항을 각각 의미한다. 
벽면에서 떨어진 다공성 매질 내에서는 
Microscopic Force 항들이 Macroscopic Force 항들에 
비해 지배적이다. 즉 다공성 매질 내에서는 
Microscopic Viscous Force 와 Microscopic Electric 
Force 가 힘의 평형을 이룬다. 이와 반대로, 벽면 
근처에서는 Macroscopic Viscous Force 와 
Macroscopic Electric Force 가 힘의 평형을 이룬다. 
Pressure Drive 유동에서 Microscopic Viscous Force
항이 Darcy 항으로 모델링 된 것과 마찬가지로 
Electroosmotic Flow 에서는 Microscopic Force 항들
은 다음과 같이 모델링하고자 한다.  

022 =
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ −
−+∇−∇ x

E

f

E

feo
xffeo E

KK

u
Eu

ψζ
εµψε

(12) 
 
여기서 KE는 Electroosmotic Flow에서 정의 되는 
Permeability이다. 벽면에서 떨어진 다공성 매질내
의 유동은 다음과 같이 나타낼 수 있다. 

x
f

feo Eu
µ

ψζ
ε

−
=            (13) 

식(13)는 또한 벽면 근처에서의 Macroscopic 힘들
의 평형을 만족하게 되어, 다공성 매질을 갖는 
EK Pump 내에서 발생하는 Electroosmotic Flow 에 
대한 전체 구간 속도해가 된다. 식 (13)에서의 
Volume-averaged Electric Potential 의 값을 결정함으
로써 속도장을 결정할 수 있다.  
Volume-averaging 방법을 식 (4)에 적용하여 
Volume-averaged Potential 식을 다음과 같이 유도한
다.  

( )
fAf

f kT
zeezndAn

V
s

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⋅∇+∇ ∫ ψ

ε
ψψ sinh21 02 r

(14) 

식 (14)는 다음과 같이 간단해 질 수 있다. 

( )
fDAff

s

dAn
V

*
2

**2 sinh11 ψ
λ

ψψ =⋅∇+∇ ∫
r

   (15) 

여기서 
kT

zeψ
ψ ≡* .  

식 (15)의 좌변은 다음과 같이 수식적으로 처리되
어 질 수 있다.  

 *** ~ψψψ +=            (16) 

여기서  ** ~ψψ >> 을 만족한다.  
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***

****

**

~coshsinh

)~sinh()cosh()~cosh()sinh(

)~sinh(

ψψψ

ψψψψ

ψψ

+=

+=

+

(17) 

                   
식 (17)의 양변에 Volume Averaging을 적용하면 다
음을 얻는다. 

****

***

sinh~coshsinh

~coshsinh

ψψψψ

ψψψ

=+=

+
 (18) 

따라서 Volume-averaged Possion-Boltzman 식은 다
음과 같다. 

( )
fDAff

dAn
V

sf

*
2

**2 sinh11 ψ
λ

ψψ =⋅∇+∇ ∫ r
 (19) 

위 식의 첫째항은 채널 벽면사에의 Electric Debye 
layer 에서 발생하는 Electric Potential 을 의미하고, 
둘째항은 다공성 매질 내의 고체상의 면을 따라 
발생하는  Electric Potential을 의미한다. 같은 의미
로, 다공성 매질 내에서는 둘째항과 좌변이 평형
을 이루게 되고, 벽면 근처에서는 첫째항과 좌변
이 평형을 이루게 된다. 식 (19)는 다음과 같이 된
다. 

*
2particle

**2 sinh1 ψ
λ

ψψ
D

sa =∇+∇   (20) 

여기서 as the wetted area per volume이다 
( VAa sfs ≡ ). 

만약  을 만족하게 되면 식(20)의 좌변은 
다음과 같이 간단히 표현하게 된다. 이를 Debye-
Huckel Linearization이라 부른다.  

1* <ψ

2

*

particle
**2

D
sa

λ

ψ
ψψ =∇+∇        (21) 

여러 형상을 갖는 다공성 매질에 대하여 ∇ψ*|particle 
의 크기가 표 1에 잘 나타나 있다.  
Debye-Huckel Linearization의 가정 없이 식 (20)에
서의 ∇ψ*|particle의 값도 다음과 같이 근사적으로 구
할 수 있다 [9]. 

 
 

( )
D

p

λ
ζψ 2sinh2~

*

particle
*∇          (22) 

식 (22)는 Debye length >> Characteristic length 경우
에 성립하는데, 이 가정은 일반적으로 적용 가능
하다.  

3. Microchannel EK Pumps의 해석해 

앞에서 유도되어진 Volume- Averaged Equations 을 

이용하여 Microchannel EK Pumps에서 유동장을 구
해보고자 한다.   
그림 3 에서 보이듯, 일반적으로 Microchannel 은 
이상적인 다공성 매질로 간주되어 다공성 매질 접
근법을 이용하여 해석되어 진다. [9] 
 
[표 1] Gradient of Electrical Potential and Permeability 

for various geometries 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 3 Porous Medium Approach [10] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 4 Microchannel EK Pumps [7] 
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Microchannle EK Pumps에서의 Electric Potential관한
Volume-averaged Equations 과 경계조건은 다음과 
같다. 

2*

*
*

2

*2 sinh1
λ

ψψψ
f

ARZ

f

ZARdY

d
=

∂
∂

+
=

     (23) 

** ζψ = at Y=1;             (24a) 

0* =dYd ψ  at Y=0             (24b) 

여기서 AR은 Aspect Ratio로 채널 폭과 채널 높이
의 비를 의미한다. (AR=wc/H) 
경계조건 (24a)와 (24b)를 만족하는 식 (23)의 해석
해는 다음과 같다. 

 *
1**

1* *

4
tanhtanh4 ∞

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

∞− +
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛ −
= ψ

ψζ
ψ λ

Y

f
e (25) 

여기서 ( )[ ]AR**1* 2sinh2sinh λζψ ×= −
∞  

Debye-Huckel Linearization을 만족하는 경우에 대한 
해석해를 다음과 같다.  
 

( )
( )

( )
( ) ⎥⎥⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+= *

*

*
*

*

*

*
**

1cosh
cosh1tanh

1cosh
cosh

λ
λ

λ
ζλ

λ
λζψ YAR

AR
Y

pf

(26) 
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 Numerical
 Analytical

마이크로 채널에서의 Electroosmotic Flow 와 
Pressure Driven Flow 에서의 속도장은 각각 다음과 
같다. 

xffeo Eu ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −= *1 ψ

µ
εζ

         (27) 

( )
( ) ⎥⎥⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

Da
DaYDa

dx
dPau

fp 1cosh
cosh1

2

µ
 (28) 

여기서 a는 channel 높이의 반 폭이다.  
따라서 EK Pumps 내의 전체 유량은 식 (27)과 식 
(28)의 합에 의해 다음과 같다. 
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−= 21

2

gEg
dx
dPaAQ xµ

εζ
µ

    (29) 

여기서 

( )[ ]DaDaDag 1tanh11 −=  

∫ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −=

1

0

*
2 1 dYg

f
ψ  

식 (29)에서 Q=0 인 경우 EK Pumps 가 발생하는 
최대 압력을 얻는다.  

1

2
2max g

gV
a

P ∆=
εζ

              (30) 

또한 P=0인 경우의 최대 유량은 다음과 같다.  

2max gEAQ xµ
εζ

=               (31) 

4. 모델의 검증 

본 모델의 타당을 검증하기 위해 Microchannel 
EK Pump를 도입하였다. Microchannel EK Pumps에 
대하여 직접 수치적인 방법을 통하여 Electric 
Potential 와 속도장에 대한 수치해를 구하였다. 
Electric Potential 에 대한 식 (4)와 속도에 대한 식 
(1)를 CVM 을 이용한 수치적인 방법에 의해 구했
으며, 어떠한 가정이 없이 정확한 해로 간주 되어 
진다. 이렇게 얻은 수치해와 앞에서 Volume 
Averaging 방법을 이용하여 얻은 해석해를 비교한 
결과는 다음과 같다. 그림 5에서 수치해와 해석해
가 잘 일치함을 알 수 있다.  
또한 Laser 등은  Microchannel EK Pumps를 제

작하여 유동 실험을 하였다 [7]. 이들이 제시한 실
험 결과와 본 연구에서 제시한 해석결과의 비교는 
그림 6 에 나타나 있다. 본 해석해는 그들이 제시
한 실험 결과를 잘 예측함을 알 수 있다.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Fig. 5 Comparison between the numerical and the 
analytical solutions for Electric Potential 
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Fig. 6 Comparison between the experimental [7] and 

the analytical solutions 
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5. 결론 

다공성 매질을 이용한 EK Pumps 의 유체 유동
을 예측하는 해석적 모델을 제시하였다. 이를 위
해서 Local Volume Averaging 방법을 적용하여 
Electric Potential 및 속도에 관한 Volume-averaged 
식들을 유도하였다. 본 연구에 대한 타당성을 검
증하기 위해 이상적인 다공성 매질로 간주되어 지
는 Microchannel EK Pumps 를 도입하였다. 
Microchannel EK Pumps 의 규칙적 형상의 장점을 
이용하여 수치적인 방법을 이용하여 Electric 
Potential 과 속도장에 대한 수치해를 구하였다. 이 
수치해와 앞에서 구한 해석해를 비교하여 본 연구
의 해석적인 방법의 타당성을 검증하였다. 또한 
Microchannel EK Pumps 에 대한 기존 연구의 실험
적 결과와 해석해를 비교하여 타당성을 다시 한번 
검증하였다. 본 해석 방법은 일반적인 다공성 매
질을 이용한 EK Pumps 의 정확한 성능 예측에 응
용될 수 있을 거라 기대한다.  
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