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Abstract 

An efficient boundary-based technique is developed for addressing shape design sensitivity analysis in 
supercavitating flow problem. An analytical sensitivity formula in the form of a boundary integral is derived 
based on the continuum formulation for a general functional defined in potential flow problems. The formula, 
which is expressed in terms of the boundary solutions and shape variation vectors, can be conveniently used 
for gradient computation in a variety of shape design in potential flow problems. While the sensitivity can be 
calculated independent of the analysis means, such as the finite element method (FEM) or the boundary 
element method (BEM), the FEM is used for the analysis in this study because of its popularity and easy-to-
use features. The advantage of using a boundary-based method is that the shape variation vectors are needed 
only on the boundary, not over the whole domain. The boundary shape variation vectors are conveniently 
computed by using finite perturbations of the shape geometry instead of complex analytical differentiation of 
the geometry functions. The supercavitating flow problem is chosen to illustrate the efficiency of the proposed 
methodology. Implementation issues for and optimization procedure are addressed in this flow problem. 

1. 서 론 

 
형상 최적화는 경계나 경계면(interface)과 같은 
모델 형상을 대상으로 설계를 결정하는 문제이다. 
기존의 치수 설계문제와 달리, 형상설계는 최적화 
과정 중 형상이 계속 바뀌는 문제로 인해 더 난이
도가 높은 문제로 알려져 있다. 형상 최적설계의 
중요성과 우수성 때문에, 지난 30 년간 많은 연구
자들에 의해 이론적, 기술적 개발이 진행되어 왔

고 ([1], [2]) 현재는 이러한 기술을 실제 문제에 응
용하는데 초점을 맞추고 있다. 
형상 최적화 문제에서는 구배(gradient)를 이용하
여 최적 형상을 찾아 나가는 방법이 많이 사용되
고 있다. 구배를 계산하는 가장 간단한 방법은 설
계변수를 미소량 증분하여 수치적으로 미분하는 
것인데, 이 방법은 정확도가 떨어질 뿐만 아니라 
1 회의 해석에 많은 계산시간이 필요한 경우 비능
률적인 문제가 있다. 따라서 본 연구에서는 구배
를 정확하고도 효율적으로 계산하기 위한 형상 설
계 민감도 해석(design sensitivity analysis, DSA) 기
법을 제시하고 이를 초공동(supercavitation) 유동 
문제에 적용하였다.  
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민감도해석은 접근방법에 따라 두 가지로 구분
하는데 하나는 이산화(discrete) 법이고 다른 하나
는 연속체(continuum) 법이다. 이 중에서 이산화 
법은 먼저 해석 문제를 유한요소로 이산화 시킨 
후 이에 대해 미분을 수행하는 반면, 연속체 법은 
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Abstract


An efficient boundary-based technique is developed for addressing shape design sensitivity analysis in supercavitating flow problem. An analytical sensitivity formula in the form of a boundary integral is derived based on the continuum formulation for a general functional defined in potential flow problems. The formula, which is expressed in terms of the boundary solutions and shape variation vectors, can be conveniently used for gradient computation in a variety of shape design in potential flow problems. While the sensitivity can be calculated independent of the analysis means, such as the finite element method (FEM) or the boundary element method (BEM), the FEM is used for the analysis in this study because of its popularity and easy-to-use features. The advantage of using a boundary-based method is that the shape variation vectors are needed only on the boundary, not over the whole domain. The boundary shape variation vectors are conveniently computed by using finite perturbations of the shape geometry instead of complex analytical differentiation of the geometry functions. The supercavitating flow problem is chosen to illustrate the efficiency of the proposed methodology. Implementation issues for and optimization procedure are addressed in this flow problem.

1. 서 론


형상 최적화는 경계나 경계면(interface)과 같은 모델 형상을 대상으로 설계를 결정하는 문제이다. 기존의 치수 설계문제와 달리, 형상설계는 최적화 과정 중 형상이 계속 바뀌는 문제로 인해 더 난이도가 높은 문제로 알려져 있다. 형상 최적설계의 중요성과 우수성 때문에, 지난 30년간 많은 연구자들에 의해 이론적, 기술적 개발이 진행되어 왔고 ([1], [2]) 현재는 이러한 기술을 실제 문제에 응용하는데 초점을 맞추고 있다.
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형상 최적화 문제에서는 구배(gradient)를 이용하여 최적 형상을 찾아 나가는 방법이 많이 사용되고 있다. 구배를 계산하는 가장 간단한 방법은 설계변수를 미소량 증분하여 수치적으로 미분하는 것인데, 이 방법은 정확도가 떨어질 뿐만 아니라 1회의 해석에 많은 계산시간이 필요한 경우 비능률적인 문제가 있다. 따라서 본 연구에서는 구배를 정확하고도 효율적으로 계산하기 위한 형상 설계 민감도 해석(design sensitivity analysis, DSA) 기법을 제시하고 이를 초공동(supercavitation) 유동 문제에 적용하였다. 


민감도해석은 접근방법에 따라 두 가지로 구분하는데 하나는 이산화(discrete) 법이고 다른 하나는 연속체(continuum) 법이다. 이 중에서 이산화 법은 먼저 해석 문제를 유한요소로 이산화 시킨 후 이에 대해 미분을 수행하는 반면, 연속체 법은 해석 문제를 연속체 형태로 둔 채로 미분한 다음 그 결과를 이산화시킨다는 차이가 있다. 이산화 법은 이론적으로 이해가 더 쉬우나, 민감도해석을 위한 코드작성에 많은 노력이 요구될 뿐 아니라 요소 강성 행렬 정보가 필요하므로 상용 해석 소프트웨어 사용이 불가능하다. 반면, 연속체 법은 민감도해석 코드 작성이 쉽고, 해석 코드와 독립적으로 수행 가능하므로 최근의 추세인 다학제적 최적화 수행에 더 적합한 장점이 있다.


연속체 법에 대해서는 많은 연구가 있었는데, 예를 들어 이론적 측면에 대해 Choi와 Haug[3]의 것이, 계산적 측면에서는 Choi와 Seong[4], Hardee 등[5]의 것이 있다. 이 연구들에서 실행함수는 해석대상의 도메인(domain) 전체에 걸쳐 정의되었으며, 민감도는 도메인 적분 형태로 표현되었다. 이런 이유로 이 것을 도메인 접근법이라 부른다. 이 경우, 해석을 위한 방법은 유한요소법(FEM)을 선택하는 것이 자연스럽다. 그러나, 도메인 접근법은 설계 변수 변화로 인해 발생하는 형상변분(shape variation) 벡터가 전체 도메인에서 정의되어야 하는 결점을 갖고 있다. 도메인은 전체 도메인이 아닌 경계에 의해 그 형상이 정의된다는 것을 주목한다면, 형상변분은 경계에서만 유일하게 정의되는 반면 내부의 형상변분은 경계의 형상변분을 토대로 임의로 결정하는 수 밖에 없다. 도메인 접근법에서는 이를 위해 경계에서의 형상변분이 주어지면 이를 주어진 변위조건으로 하여 가상의 탄성해석을 수행하였는데 이를 경계변위(boundary displacement)법이라 한다[5]. 이 계산은 최적화 각 단계마다 필요하므로, 계산시간과 부담을 증가시키는 요인이다.
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도메인 접근법의 대안으로서 경계 접근법이 제시되었는데 이는 주로 Dems[6], Choi[7], Meric[8] 등에 의해 연구가 진행되었다. 이 방법에서는 민감도가 경계 형상변분 만을 요구하기 때문에 도메인 형상변분은 필요가 없고, 따라서 경계변위법과 같은 부가적인 해석도 필요 없으므로 경계 접근법의 가장 큰 이점이 된다. 이 방법에서는 경계요소법(BEM)을 해석에 적용하는 것이 자연스러운데, 경계요소법은 전체 도메인에 대한 메쉬 작업이 필요하지 않고, 정확한 경계해를 제공하기 때문이다. 그러나 경계요소법은 유한요소법에 비해 응용분야가 제한되어 있고 보편화되지 못하여 일반 해석에서는 그리 많이 사용되지 못하고 있다.


따라서 본 연구에서는 형상 설계 민감도의 계산을 위해 경계 접근법을 채택하면서 해석을 위해서는 유한요소법을 이용함으로써 양측의 장점을 모두 살릴 수 있는 방안을 제시하였다. 민감도 공식의 유도과정에서 전미분(Material derivative) 개념과 보조변수(adjoint variable) 방법을 사용하였다. 유도결과 민감도 공식은 기본(primal) 변수와 보조(adjoint) 변수, 그리고 경계 형상변분의 항으로 표현된다. 경계에서 기본변수와 보조변수는 포텐셜 유동 해석을 통해 얻을 수 있는데, 이를 위한 해석코드는 어떠한 것을 이용해도 무방하며, 본 연구에서는 상용 소프트웨어 ANSYS[9]를 사용하였다. 해석이 수행되고 나면 민감도 계산을 위해 MATLAB[10]을 이용하였다. 최적화 과정은 상용 소프트웨어 VisualDOC[11]를 사용하였으며, 여기서 MATLAB에 의해 계산된 민감도를 연계하여 최적화를 진행하였다. 대상으로 고려한 최적화 문제는 초공동 유동문제로서 초공동 경계에서 두 개의 경계조건을 동시에 만족하도록 초공동 경계형상을 반복계산을 통해 결정하는 자유경계치 문제(free boundary value problem)이다. 이 문제를 동등 최적화 문제로 변환하고, 최적화 결과를 구하였다. 


2. 포텐셜 유동 최적화 문제


본 연구에서 제안한 방법의 응용성을 보이기 위해 초공동 유동 문제를 선택하였다. 초공동 유동은 어뢰와 같은 발사체가 물 속에서 빠른 속도로 이동할 때 발생한다. 이 경우 높은 속도로 인한 압력 저하로 인해 커다란 공동이 추진체의 노즈 앞부분에서 발생하여, 몸체를 뒤덮는다. 이는 마치 추진체가 공기 방울 속에 있는 것과 같으며, 추진체의 노즈 부분만 물에 젖게 된다. 이런 현상으로 인해 표면항력이 크게 줄어든다. 이와 관련하여 정의된 유동 해석문제를 Fig. 1에 나타내었다. 여기에 나타난 변수들은 문제를 단순화하기 위해 무차원화 시켰다. 참고로 본 문제는 경계요소법을 해석방법으로 하여 Kirschner[12]에 의해 이미 연구된 바 있다. Fig. 1에서 
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는 속도 포텐셜을, 
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와 
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은 각각 경계에서의 접선방향과 법선방향 속도를, 그리고 
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는 압력을 나타낸다. 유동은 비점성, 비압축성, 정상상태, 축대칭 유동으로 가정하며, 따라서 포텐셜은 유동 도메인에서 Laplace 방정식을 만족한다. 

[image: image5.wmf]b


G


로 나타난 발사체의 노즈는 캐비테이터라고도 하는데, 본 경우에는 반경이 1인 원판으로 가정하였고, 이것을 원점에 고정시키고 물이 좌에서 우로 흐르는 문제로 고려하였다. 무차원으로 인해 상류에서 물의 속도는 단위 속도로 주어진다. 공동 내에 위치한 추진체는 유동해석에서 불필요하기 때문에 여기서는 모델링하지 않았다. 공동은 Fig. 1에서 보는 것처럼 디스크의 오른쪽에서 형성된다. 문제를 단순화 시키기 위해 가장 단순한 모델인 Ryabushinskii 모델[13]을 적용하였는데, 이는 공동 형상이 최대 지름이 위치하는 지점을 중심으로 좌우 대칭형이라고 가정하는 것이며 따라서 공동의 좌측 반만을 고려하였다. 공동 경계 
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에서는 두 가지 조건이 동시에 적용된다. 하나는 유체 불침투 조건으로, 유체가 공동 경계를 통과하여 들어오지 못한다는 것이다. 다른 하나는 일정 압력 조건으로, 공동 경계를 따라 압력 
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가 증기압 
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와 같다는 것이다. 이것을 식으로 나타내면 다음과 같다. 
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여기서 
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는 캐비테이션 수로 다음과 같이 정의된다.
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여기서 

[image: image12.wmf]0


p
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는 각각 상류 유동 압력, 물의 밀도, 상류 유동의 속도를 의미한다. 이 문제에서 공동 경계 
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는 구해야 할 미지형상이고 이를 잘 결정하여 두 개의 경계 조건을 동시에 만족시켜야 하는데 이를 자유 경계 문제라 한다. 초공동 유동에서 항력은 발사체의 노즈에 분포한 압력을 적분함으로써 구해진다. 이 힘은 초공동을 발생시키기 위한 추진력이기도 하므로 중요한 고려대상이다. 실제로는 항력 대신 단위면적당 힘을 의미하는 항력 계수를 다음과 같이 고려한다.
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여기서 
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는 경계 
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에서 단위 법선벡터의 축방향 성분이다. 자유경계문제는 동일한 수학적 최적화 문제로 변환하여 푸는 것이 효율적이다. 이때 공동 형상은 설계변수로 기술되며, 목적함수는 두 개의 경계조건 중 하나를 택하여 경계조건의 위반정도로 정의한다. 본 경우에는 목적함수를 압력조건의 위반으로 정하였으며, 이는 다음과 같이 표현된다.
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따라서 본 문제는 

[image: image20.wmf]Y


를 최소화하는 경계형상 
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를 결정하는 문제가 되며, 이때 유동문제의 경계조건은 다음과 같다.
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여기서 

[image: image23.wmf],


LR
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 및 

[image: image24.wmf]T


G


는 각각 상류, 하류 및 상부외곽 경계를 나타낸다. 
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 및 
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에서는Neumann 경계조건이, 
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에서는 Dirichlet 경계조건이 주어졌다.


위의 최적화 문제는 다음과 같은 목적함수를 정의함으로써 더 일반적인 방법으로 표현될 수 있다. 





[image: image28.wmf](,,)


ns


uuurds


y


G


Y=


ò




 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (6)


여기서 
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는 포텐셜 
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와 이의 미분 
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의 함수이다. 경계 형상 
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는 목적함수 (6)을 최소화 하도록 결정되어야 한다. 포텐셜 
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로 표시되는Laplace 방정식을 만족해야 하며, 이때 경계조건은 아래와 같다.
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여기서 문자 위의 바는 주어진 값을 의미하고, 

[image: image38.wmf]u
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와 
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G


는 각각 Dirichlet와 Neumann 경계를 의미한다.


3. 설계민감도 해석


형상 설계민감도 해석은 형상변분 때문에 발생하는 목적함수 (6)의 구배를 계산하는 것이다. 형상변분을 기술하는 잘 알려진 방법으로 전미분(material derivative) 개념이 있다[14]. 이에 의하면 어떤 점 
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가 미소 형상 변화 후 새로운 점 
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로 이동되는 것을 초기위치에서 
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의 속도벡터로 작은 시간 
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 후의 점으로 이동하는 것으로 생각한다. 이 관계를 식으로 나타내면 다음과 같다.
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여기서 벡터 
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는 초기 형상을 새로운 형상으로 바꿔주는 형상변분 벡터이다. 형상 변화 후 포텐셜은 
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이고 이때 
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는 포텐셜의 변분이다. 이 식에서
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는 

[image: image49.wmf]u


의 전미분이라 부르는데, 이 것은 초기 위치에서의 포텐셜의 변화 
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에 새로운 점으로 이동하여 나타난 포텐셜의 변화 
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를 합한 것이다. 식(6)을 전미분하고 그 속에 나타나는 
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의 전미분을 보조변수를 도입하여 소거하게 되면 원하는 민감도 공식을 얻게 되며, 그 결과는 다음과 같이 주어진다[15].
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여기서
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이다. 그리고 
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로 주어진다. 또한 보조 변수 

[image: image59.wmf]w


는 다음과 같은 보조 경계 조건을 갖는다. 
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여기서 

[image: image61.wmf]n
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는 다음과 같이 정의된 가중 잔여식(weight residual equation)의 해이다.
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식 (13)과 (16)에 나타난 기호 
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에 관한 미분을 의미한다. 예를 들면 
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이다. 기본변수 
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에 대한 해는 경계조건 (8)에 의해 결정된다. 보조변수 

[image: image67.wmf]w


에 대한 해는 보조경계조건 (15)에 의해 결정되는데, 이는 기본변수와 동일한 해석문제에 대해 단지 경계 조건만 달리 적용하여 해를 추가로 구하는 것이기 때문에 이를 위한 계산 시간은 기본변수의 해석 시간보다 훨씬 적게 소요된다. 


목적함수가 식(4)로 정의된 초공동 문제의 경우 
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의 미분들은 다음과 같다. 
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그리고 보조변수 경계조건은 다음과 같게 된다.
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한편, 항력 계수의 경우, 식 (3)에 있는 적분 표현식으로부터 
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으로 정의되며, 따라서 그 미분은 
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으로 주어지며, 이에 대한 보조변수 경계조건은 다음과 같다.





[image: image75.wmf]on 


nnb


ww


=G




 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (21)
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항력계수는 단위 법선벡터의 
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방향 성분 
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 를 포함하고 있으므로 민감도 식에 다음과 같은 식이 추가되어야 한다. 
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여기서 

[image: image79.wmf]z


s


는 경계에서 단위 접선벡터의 
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방향 성분이다.

4. 최적화 실행
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민감도 해석 기법을 이용하여 최적화를 수행하였다. 최적화를 위해서는 상용 소프트웨어 VisualDOC를 사용하였으며, BFGS알고리즘을 채택하였다. 설계변수는 공동경계의 형상을 정의하는 일정간격의 높이 변수 5개와 함께 캐비테이션 수 

[image: image81.wmf]s


로 정의하였다. 최적화에서는 자유메쉬 뿐 아니라 맵메쉬도 고려하였다. 또한 비교를 위해 유한차분법에 의한 민감도를 이용하여 최적화도 실시하였다. 공동의 길이는 5.0으로 고정하였다. 최적화를 시킨 후 결과 형상은 Fig. 3에 나타나 있으며, Fig. 4 에는 최적해까지 목적함수의 수렴이력을 표시했다. Fig. 3에서는 맵메쉬에 의한 결과를 표시하지 않았는데, 이유는 그 결과가 자유메쉬에 의한 DSA 결과와 동일했기 때문이다. 이 결과들을 종합해 보면, FDM은 맵메쉬의 경우 DSA와 동일한 수렴능력을 보이지만, 자유메쉬를 사용하게 되면 수렴이 안되는 것을 알 수 있다. 따라서, FDM을 이용한 최적화시 자유메쉬 모델은 피해야 할 것으로 생각된다.


다양한 공동 길이에 대한 많은 최적화를 실시하였고 그 결과로부터 캐비테이션 수 
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와 항력계수 
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의 관계를 얻었다. 이 것은 Lovinovitch[13]의 이론적 결과와 본 방법을 통해 얻은 결과를 비교하기 위한 것이다. Lovinovitch에 의하면 이들 간의 관계는 다음과 같다.
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이와 함께 본 방법으로부터 얻은 관계를 Fig. 5에 나타내었다. 그 결과 본 방법을 통해 얻은 결과는 식(23)과 동일한 경향을 보이긴 하지만 다소 차이가 났다. 그러나 공동형상을 나타내는 높이변수의 개수 
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를 2에서 5로 증가시켰더니, 결과가 이론식에 가까이 접근하였다. 이는 높이 변수의 개수를 늘리면 공동의 시작점 근처에서 급격히 변하는 공동 형상을 보다 정확히 표현할 수 있기 때문으로 보여진다. 따라서 설계변수의 갯수를 더욱 늘리면 이론해에 근접할 것을 예상할 수 있다. 그러나 이로 인해 설계변수가 지나치게 증가하므로, 이 대신 공동 시작점 근방에서만 증가시키기 위해 Fig. 6과 같이 동일한 5개 변수를 비균일 간격으로 바꾸어 정의하고 계산해 보았다. 그 결과 Fig. 5에서와 같이 이론해에 매우 근접한 결과를 얻었다. 


5. 결 론


본 연구에서는 포텐셜 유동문제에서 다루는 형상최적화 문제를 효과적으로 해결하는 최적화 기법을 개발하였다. 이를 위해 유동의 해석은 유한요소법을 활용한 반면 민감도의 해석은 경계에서 정의되는 공식을 이용하였다. 이의 응용예로서 초공동 유동 문제를 고려하였으며, 이에 대해 민감도해석을 실시하고 최적화도 수행하였다. 민감도 공식에서 나타나는 형상변분은 경계형상에 대한 유한차분을 행하여 계산함으로써 간편함과 함께 정확성도 유지하였다. 형상변분은 도메인 접근법과 달리 경계에서만 필요하므로 도메인 메쉬를 생성할 필요가 없어 효율적이다. 


다양한 공동 길이에 대하여 많은 최적화를 실시하였고, 이로부터 캐비테이션 수와 항력 계수 사이의 관계를 구한 후 이론식과 비교하였다. 그 결과 높이 변수의 갯수가 적을 경우 초공동 시작부위의 형상을 정확히 표현하지 못함으로 인해 오차가 발생함을 알 수 있었고, 이는 높이 변수를 이곳에 더 많이 배치함으로써 해결할 수 있었다.
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Fig. 1  Supercavitating flow problem model





Fig. 2  Shape variation process model





Fig. 3 	Initial and optimum cavity shapes in supercavitating flow 





Fig. 4  Objective function history in 


supercavitating flow





Fig. 5 	Comparison between theoretical and numerical results of � EMBED Equation.DSMT4  ��� and � EMBED Equation.DSMT4  ���













































































Fig. 6 	Design parameters for the cavity shape with non-uniform interval
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해석 문제를 연속체 형태로 둔 채로 미분한 다음 
그 결과를 이산화시킨다는 차이가 있다. 이산화 
법은 이론적으로 이해가 더 쉬우나, 민감도해석을 
위한 코드작성에 많은 노력이 요구될 뿐 아니라 
요소 강성 행렬 정보가 필요하므로 상용 해석 소
프트웨어 사용이 불가능하다. 반면, 연속체 법은 
민감도해석 코드 작성이 쉽고, 해석 코드와 독립
적으로 수행 가능하므로 최근의 추세인 다학제적 
최적화 수행에 더 적합한 장점이 있다. 
연속체 법에 대해서는 많은 연구가 있었는데, 
예를 들어 이론적 측면에 대해 Choi 와 Haug[3]의 
것이, 계산적 측면에서는 Choi 와 Seong[4], Hardee 
등[5]의 것이 있다. 이 연구들에서 실행함수는 해
석대상의 도메인(domain) 전체에 걸쳐 정의되었으
며, 민감도는 도메인 적분 형태로 표현되었다. 이
런 이유로 이 것을 도메인 접근법이라 부른다. 이 
경우, 해석을 위한 방법은 유한요소법(FEM)을 선
택하는 것이 자연스럽다. 그러나, 도메인 접근법은 
설계 변수 변화로 인해 발생하는 형상변분(shape 
variation) 벡터가 전체 도메인에서 정의되어야 하
는 결점을 갖고 있다. 도메인은 전체 도메인이 아
닌 경계에 의해 그 형상이 정의된다는 것을 주목
한다면, 형상변분은 경계에서만 유일하게 정의되
는 반면 내부의 형상변분은 경계의 형상변분을 토
대로 임의로 결정하는 수 밖에 없다. 도메인 접근
법에서는 이를 위해 경계에서의 형상변분이 주어
지면 이를 주어진 변위조건으로 하여 가상의 탄성
해석을 수행하였는데 이를 경계변위(boundary 
displacement)법이라 한다[5]. 이 계산은 최적화 각 
단계마다 필요하므로, 계산시간과 부담을 증가시
키는 요인이다. 
도메인 접근법의 대안으로서 경계 접근법이 제

시되었는데 이는 주로 Dems[6], Choi[7], Meric[8] 
등에 의해 연구가 진행되었다. 이 방법에서는 민
감도가 경계 형상변분 만을 요구하기 때문에 도메
인 형상변분은 필요가 없고, 따라서 경계변위법과 
같은 부가적인 해석도 필요 없으므로 경계 접근법
의 가장 큰 이점이 된다. 이 방법에서는 경계요소
법(BEM)을 해석에 적용하는 것이 자연스러운데, 
경계요소법은 전체 도메인에 대한 메쉬 작업이 필
요하지 않고, 정확한 경계해를 제공하기 때문이다. 
그러나 경계요소법은 유한요소법에 비해 응용분야
가 제한되어 있고 보편화되지 못하여 일반 해석에
서는 그리 많이 사용되지 못하고 있다. 
따라서 본 연구에서는 형상 설계 민감도의 계산

을 위해 경계 접근법을 채택하면서 해석을 위해서
는 유한요소법을 이용함으로써 양측의 장점을 모

두 살릴 수 있는 방안을 제시하였다. 민감도 공식
의 유도과정에서 전미분(Material derivative) 개념과 
보조변수(adjoint variable) 방법을 사용하였다. 유도
결과 민감도 공식은 기본(primal) 변수와 보조
(adjoint) 변수, 그리고 경계 형상변분의 항으로 표
현된다. 경계에서 기본변수와 보조변수는 포텐셜 
유동 해석을 통해 얻을 수 있는데, 이를 위한 해
석코드는 어떠한 것을 이용해도 무방하며, 본 연
구에서는 상용 소프트웨어 ANSYS[9]를 사용하였
다. 해석이 수행되고 나면 민감도 계산을 위해 
MATLAB[10]을 이용하였다. 최적화 과정은 상용 
소프트웨어 VisualDOC[11]를 사용하였으며, 여기
서 MATLAB 에 의해 계산된 민감도를 연계하여 
최적화를 진행하였다. 대상으로 고려한 최적화 문
제는 초공동 유동문제로서 초공동 경계에서 두 개
의 경계조건을 동시에 만족하도록 초공동 경계형
상을 반복계산을 통해 결정하는 자유경계치 문제
(free boundary value problem)이다. 이 문제를 동등 
최적화 문제로 변환하고, 최적화 결과를 구하였다.  

2. 포텐셜 유동 최적화 문제 

본 연구에서 제안한 방법의 응용성을 보이기 위
해 초공동 유동 문제를 선택하였다. 초공동 유동
은 어뢰와 같은 발사체가 물 속에서 빠른 속도로 
이동할 때 발생한다. 이 경우 높은 속도로 인한 
압력 저하로 인해 커다란 공동이 추진체의 노즈 
앞부분에서 발생하여, 몸체를 뒤덮는다. 이는 마치 
추진체가 공기 방울 속에 있는 것과 같으며, 추진
체의 노즈 부분만 물에 젖게 된다. 이런 현상으로 
인해 표면항력이 크게 줄어든다. 이와 관련하여 
정의된 유동 해석문제를 Fig. 1 에 나타내었다. 여
기에 나타난 변수들은 문제를 단순화하기 위해 무
차원화 시켰다. 참고로 본 문제는 경계요소법을 
해석방법으로 하여 Kirschner[12]에 의해 이미 연
구된 바 있다. Fig. 1에서 는 속도 포텐셜을, u su
와 은 각각 경계에서의 접선방향과 법선방향 nu

1nu = −

0 andn

c

u
p p
=
=

0nu =

0u =

r

z
0nu =

Water flow 
direction

on bΓ

on cΓ

on RΓ

on LΓ

on TΓ

cavity with 
vapor

Fig. 1  Supercavitating flow problem model 
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속도를, 그리고 는 압력을 나타낸다. 유동은 비
점성, 비압축성, 정상상태, 축대칭 유동으로 가정
하며, 따라서 포텐셜은 유동 도메인에서 Laplace 
방정식을 만족한다. 로 나타난 발사체의 노즈

는 캐비테이터라고도 하는데, 본 경우에는 반경이 
1 인 원판으로 가정하였고, 이것을 원점에 고정시
키고 물이 좌에서 우로 흐르는 문제로 고려하였다. 
무차원으로 인해 상류에서 물의 속도는 단위 속도
로 주어진다. 공동 내에 위치한 추진체는 유동해
석에서 불필요하기 때문에 여기서는 모델링하지 
않았다. 공동은 Fig. 1 에서 보는 것처럼 디스크의 
오른쪽에서 형성된다. 문제를 단순화 시키기 위해 
가장 단순한 모델인 Ryabushinskii 모델[13]을 적용
하였는데, 이는 공동 형상이 최대 지름이 위치하
는 지점을 중심으로 좌우 대칭형이라고 가정하는 
것이며 따라서 공동의 좌측 반만을 고려하였다. 
공동 경계 에서는 두 가지 조건이 동시에 적용

된다. 하나는 유체 불침투 조건으로, 유체가 공동 
경계를 통과하여 들어오지 못한다는 것이다. 다른 
하나는 일정 압력 조건으로, 공동 경계를 따라 압

력 가 증기압 

p

bΓ

cΓ

p cp 와 같다는 것이다. 이것을 식

으로 나타내면 다음과 같다.  

   (1) 21c sp p uσ− = + − =

 
 

0
여기서 σ 는 캐비테이션 수로 다음과 같이 정의
된다. 

 0

2
0

1
2

cp p

U
σ

ρ

−
=   (2) 

여기서 0p , ρ , 는 각각 상류 유동 압력, 물의 

밀도, 상류 유동의 속도를 의미한다. 이 문제에서 
공동 경계 는 구해야 할 미지형상이고 이를 잘 

결정하여 두 개의 경계 조건을 동시에 만족시켜야 
하는데 이를 자유 경계 문제라 한다. 초공동 유동
에서 항력은 발사체의 노즈에 분포한 압력을 적분
함으로써 구해진다. 이 힘은 초공동을 발생시키기 
위한 추진력이기도 하므로 중요한 고려대상이다. 
실제로는 항력 대신 단위면적당 힘을 의미하는 항
력 계수를 다음과 같이 고려한다. 

0U

cΓ

   (3) ( ) 21 2
b

dC σ
Γ

= + − ∫ s zu n rds

여기서 는 경계 에서 단위 법선벡터의 축방

향 성분이다. 자유경계문제는 동일한 수학적 최적
화 문제로 변환하여 푸는 것이 효율적이다. 이때 

공동 형상은 설계변수로 기술되며, 목적함수는 두 
개의 경계조건 중 하나를 택하여 경계조건의 위반
정도로 정의한다. 본 경우에는 목적함수를 압력조
건의 위반으로 정하였으며, 이는 다음과 같이 표
현된다. 

zn bΓ

 ( )221
c

su rdσ
Γ

Ψ = + −∫ s   (4) 

따라서 본 문제는 Ψ 를 최소화하는 경계형상 cΓ
를 결정하는 문제가 되며, 이때 유동문제의 경계
조건은 다음과 같다. 

 

0 on
0 on

0 on
0 on

1 on 

n b

n c

R

n T

n L

u
u
u
u
u

 
 
 
 

= Γ
= Γ
= Γ
= Γ
= − Γ

  (5) 

여기서 ,L RΓ Γ  및 TΓ 는 각각 상류, 하류 및 상

부외곽 경계를 나타낸다.  및 , ,b c LΓ Γ Γ TΓ 에서

는 Neumann 경계조건이, 에서는 Dirichlet 경계
조건이 주어졌다. 

RΓ

위의 최적화 문제는 다음과 같은 목적함수를 
정의함으로써 더 일반적인 방법으로 표현될 수 있
다.  

   (6) ( , , )n su u u rdsψ
Γ

Ψ = ∫
여기서 ψ 는 포텐셜 와 이의 미분 u su 와 의 

함수이다. 경계 형상 
nu

Γ 는 목적함수 (6)을 최소화 
하도록 결정되어야 한다. 포텐셜 는  u
 2 0u∇ =    in   (7) Ω
로 표시되는 Laplace 방정식을 만족해야 하며, 이
때 경계조건은 아래와 같다. 

 
on 
on 

u

n n

u u
u u n

= Γ
= Γ

  (8) 

여기서 문자 위의 바는 주어진 값을 의미하고, 

uΓ 와 nΓ 는 각각 Dirichlet 와 Neumann 경계를 의

미한다. 

3. 설계민감도 해석 

형상 설계민감도 해석은 형상변분 때문에 발생
하는 목적함수 (6)의 구배를 계산하는 것이다. 형
상변분을 기술하는 잘 알려진 방법으로 전미분
(material derivative) 개념이 있다[14]. 이에 의하면 
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어떤 점 가 미소 형상 변화 후 새로운 점 x τx 로 
이동되는 것을 초기위치에서 의 속도벡터로 
작은 시간 

( )V x
τ  후의 점으로 이동하는 것으로 생각

한다. 이 관계를 식으로 나타내면 다음과 같다. 

    (9) ( )τ δ τ= + = +x x x x V x
여기서 벡터 는 초기 형상을 새로운 형상으
로 바꿔주는 형상변분 벡터이다. 형상 변화 후 포
텐셜은  

( )V x

 
Duu u u u
Dt

τ δ τ= + = +   (10) 

이고 이때 uδ 는 포텐셜의 변분이다. 이 식에서 

ori
i

Du u uV u u
Dt t x

∂ ∂ ′= + = + ⋅∇
∂ ∂

V& u   (11) 

는 의 전미분이라 부르는데, 이 것은 초기 위치
에서의 포텐셜의 변화 에 새로운 점으로 이동
하여 나타난 포텐셜의 변화 를 합한 것이다. 
식(6)을 전미분하고 그 속에 나타나는 의 전미
분을 보조변수를 도입하여 소거하게 되면 원하는 
민감도 공식을 얻게 되며, 그 결과는 다음과 같이 
주어진다[15]. 

u
u′

u⋅∇V
u

    (12) ( ), ;u w rdsψ
Γ

′ ′Ψ = ∫ V

여기서 

( ){ }, , ss i ik k n i is n s u su we V u wV u w DV u DV rdsψ ψ+

Γ
′Ψ = − + + + −∫

   (13) 

이다. 그리고 sDV  와 sDV +
는 의 함수로 V

    , , r
s k s k s s

VDV V s DV DV
r

+= = +    (14) 

로 주어진다. 또한 보조 변수 는 다음과 같은 
보조 경계 조건을 갖는다.  

w

 
on

on
nu

n n

w

w w
d

n

ψ= − Γ

= Γ
  (15) 

여기서 nw 는 다음과 같이 정의된 가중 잔여식

(weight residual equation)의 해이다. 

( )* * * , for 
s

n n
n u u sw w rds w w rds wψ ψ

Γ Γ

*= + ∀∫ ∫
     (16) 
식 (13)과 (16)에 나타난 기호 , ,

s nu u uψ ψ ψ 는 

, ,s nu u u 에 관한 미분을 의미한다. 예를 들면 

/u uψ ψ= ∂ ∂ 이다. 기본변수 에 대한 해는 경

계조건 (8)에 의해 결정된다. 보조변수 에 대한 
해는 보조경계조건 (15)에 의해 결정되는데, 이는 
기본변수와 동일한 해석문제에 대해 단지 경계 조
건만 달리 적용하여 해를 추가로 구하는 것이기 
때문에 이를 위한 계산 시간은 기본변수의 해석 
시간보다 훨씬 적게 소요된다.  

u
w

목적함수가 식(4)로 정의된 초공동 문제의 경우 
ψ 의 미분들은 다음과 같다.  

 ( )2

0, 0

4 1
n

s

u u

u su us

ψ ψ

ψ σ

= =

= − + −
   (17) 

그리고 보조변수 경계조건은 다음과 같게 된다. 

   

0 on  
on  

0 on  

n b

n n c

R

w
w w
w

T L= Γ Γ Γ
= Γ
= Γ

U U

  (18) 

한편, 항력 계수의 경우, 식 (3)에 있는 적분 표현
식으로부터  

 22 s zu nψ = −   (19) 

으로 정의되며, 따라서 그 미분은  

     0uψ = , 0
nuψ = , 4

su u ns zψ = −   (20) 

으로 주어지며, 이에 대한 보조변수 경계조건은 
다음과 같다. 

 on  n nw w b= Γ   (21) 

항력계수는 단위 법선벡터의 방향 성분  를 
포함하고 있으므로 민감도 식에 다음과 같은 식이 
추가되어야 한다.  

z zn

   (22) 22 s n zu DV s rds∫

 
 

Γ

Γ+ Γδxδ
x

xτ
여기서 는 경계에서 단위 접선벡터의 방향 
성분이다. 

zs z

 
 
 
 

Fig. 2  Shape variation process model 
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4. 최적화 실행 

민감도 해석 기법을 이용하여 최적화를 수행하
였다. 최적화를 위해서는 상용 소프트웨어 
VisualDOC 를 사용하였으며, BFGS 알고리즘을 채
택하였다. 설계변수는 공동경계의 형상을 정의하
는 일정간격의 높이 변수 5 개와 함께 캐비테이션 
수 σ 로 정의하였다. 최적화에서는 자유메쉬 뿐 
아니라 맵메쉬도 고려하였다. 또한 비교를 위해 
유한차분법에 의한 민감도를 이용하여 최적화도 
실시하였다. 공동의 길이는 5.0 으로 고정하였다. 
최적화를 시킨 후 결과 형상은 Fig. 3 에 나타나 
있으며, Fig. 4 에는 최적해까지 목적함수의 수렴이
력을 표시했다. Fig. 3 에서는 맵메쉬에 의한 결과
를 표시하지 않았는데, 이유는 그 결과가 자유메
쉬에 의한 DSA 결과와 동일했기 때문이다. 이 결
과들을 종합해 보면, FDM 은 맵메쉬의 경우 DSA
와 동일한 수렴능력을 보이지만, 자유메쉬를 사용
하게 되면 수렴이 안되는 것을 알 수 있다. 따라
서, FDM 을 이용한 최적화시 자유메쉬 모델은 피
해야 할 것으로 생각된다. 
다양한 공동 길이에 대한 많은 최적화를 실시하

였고 그 결과로부터 캐비테이션 수 σ 와 항력계
수 의 관계를 얻었다. 이 것은 Lovinovitch[13]

의 이론적 결과와 본 방법을 통해 얻은 결과를 비
교하기 위한 것이다. Lovinovitch 에 의하면 이들 
간의 관계는 다음과 같다. 

dc

 
 

 (0.82 1dc )σ= +   (23) 

이와 함께 본 방법으로부터 얻은 관계를 Fig. 5 에 
나타내었다. 그 결과 본 방법을 통해 얻은 결과는 
식(23)과 동일한 경향을 보이긴 하지만 다소 차이
가 났다. 그러나 공동형상을 나타내는 높이변수의 
개수 를 2에서 5로 증가시켰더니, 결과가 이론

식에 가까이 접근하였다. 이는 높이 변수의 개수
를 늘리면 공동의 시작점 근처에서 급격히 변하는 
공동 형상을 보다 정확히 표현할 수 있기 때문으
로 보여진다. 따라서 설계변수의 갯수를 더욱 늘
리면 이론해에 근접할 것을 예상할 수 있다. 그러
나 이로 인해 설계변수가 지나치게 증가하므로, 
이 대신 공동 시작점 근방에서만 증가시키기 위해 
Fig. 6 과 같이 동일한 5 개 변수를 비균일 간격으
로 바꾸어 정의하고 계산해 보았다. 그 결과 Fig. 
5 에서와 같이 이론해에 매우 근접한 결과를 얻었
다.  

cn

Fig. 4  Objective function history in  
supercavitating flow 
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5. 결 론 

본 연구에서는 포텐셜 유동문제에서 다루는 형
상최적화 문제를 효과적으로 해결하는 최적화 기
법을 개발하였다. 이를 위해 유동의 해석은 유한
요소법을 활용한 반면 민감도의 해석은 경계에서 
정의되는 공식을 이용하였다. 이의 응용예로서 초
공동 유동 문제를 고려하였으며, 이에 대해 민감
도해석을 실시하고 최적화도 수행하였다. 민감도 
공식에서 나타나는 형상변분은 경계형상에 대한 
유한차분을 행하여 계산함으로써 간편함과 함께 
정확성도 유지하였다. 형상변분은 도메인 접근법
과 달리 경계에서만 필요하므로 도메인 메쉬를 생
성할 필요가 없어 효율적이다.  
다양한 공동 길이에 대하여 많은 최적화를 실

시하였고, 이로부터 캐비테이션 수와 항력 계수 
사이의 관계를 구한 후 이론식과 비교하였다. 그 
결과 높이 변수의 갯수가 적을 경우 초공동 시작
부위의 형상을 정확히 표현하지 못함으로 인해 오
차가 발생함을 알 수 있었고, 이는 높이 변수를 
이곳에 더 많이 배치함으로써 해결할 수 있었다. 
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