
1. 서 론

탄성기초위에 놓여있고 비보존력을 받는 보의 

동적안정성에 관한 연구는 기계공학, 항공우주공

학 등 공학의 제 분야에서 많은 연구자들의 관심

의 대상이 되어왔다. 예를 들어, 지반구조위에 놓

인 유동유체에 의한 파이프의 안정성 문제라든지 

추력을 받는 로켓이나 미사일 등은 비보존력의 

일종인 종동력을 받는 구조물로 간주될 수 있다. 
이러한 연구의 시초는 Smith와 Herrmann  에 

의해 이루어졌다. 이들은 Beck기둥에 탄성기초가

전체 기둥에 걸쳐있는 경우의 임계 종동력을 탄

성기초 파라미터 값의 변화에 따라 구하였는데

이들이 구한 임계 종동력 값은 일정하였고, 탄성

기초가 없는 경우의 임계 종동력 값과 동일한 특

이한 결론에 도달하였다. Sundararajan 은 Smith

와 Herrmann의 연구를 확장하여 기둥의 질량분포

와 유사한 탄성기초 상수(elastic foundation modulus)
를 갖는 기둥이 비보존력과 보존력을 받는 두 경

우에 대해 안정성을 조사하였으며, 이 연구에서 

역시 임계하중은 탄성기초와 무관하다는 결론을 

도출하였다. 
  그 후, Anderson 은 전체 탄성기초위에 놓여

있고 끝단 집중질량을 갖는 감쇠를 고려한 외팔

보가 종동력을 받는 경우에 있어 동적안정성을 

보의 회전관성, 집중질량의 크기변화, 집중질량 

회전관성 및 탄성기초 파라미터의 변화에 따라 

연구하였다. 이 연구에서 그는 집중질량의 회전

관성과 보의 회전관성의 고려는 탄성기초위에 놓

인 보의 임계 종동력 값의 변화에 중요한 영향을 

미친다는 것을 알았다. 
  Hauger와 Vetter 는 전체 탄성기초가 되어있는 

종동력을 받는 외팔 Timoshenko보의 동적안정성에 미치는 
부분탄성기초의 영향
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외팔 Euler-Bernoulli보가 종동력을 받는 경우의 동

적안정성 문제를 다루었는데, 이들은 탄성기초의 

형태를 균일, 선형적, 포물선 형태로 확장하여 연

구하였다. 종동력을 받고 전체 탄성기초위에 놓

인 위의 연구들과 병행하여 종동력을 받는 병진

스프링 지지된 보의 진동과 안정성에 대한 연구

도 이루어져 왔는데 Sundararajan 은 자유단에 

병진스프링 지지되고 종동력을 받는 외팔보의 진

동과 안정성 문제를 스프링 상수 값의 변화에 따

라 조사하였다. 
  Jacoby와 Elishakoff 는 끝단질량을 갖고 종동

력을 받는 외팔보(소위 Pflüger 기둥이라 일컬음)
가 전체 탄성기초위에 놓여있을 때의 동적안정성 

문제에 대하여 Anderson 의 연구를 재점검 하였

다. 
  Elishakoff와 Wang 은 이제까지의 연구들과는 

달리 종동력을 받는 부분 탄성기초된 외팔 

Euler-Bernoulli보의 동적 안정성 연구를 하였는데, 
그들은 특히 부분탄성기초 길이 변화에 따른 임

계 종동력 값의 변화를 살펴보았다. 이들은 탄성

기초 파라미터 값 가 =0.0일 때의 임계 종동

력 값에 대한 =20부터 100까지의 임계 종동력 

값의 비의 변화에 따라 곡선을 얻었다. 이들이 

얻은 결과에 의하면 부분탄성기초 길이가 고정 

단으로부터 점점 길어져 보 길이의 약 0.7부근까

지는 의 증가에 따라 임계 종동력 값이 증가되

나 그 이후는 감소된다는 것이었다. 
  Chen과 Ku 는 끝단 집중질량을 갖고 전체 탄

성기초 된 외팔 Timoshenko보가 종동력을 받는 

경우, 집중질량 회전관성과 크기변화, 탄성기초 

파라미터 값의 변화에 따른 임계 종동력 값을 유

한요소법에 의하여 구하였다. 최근 Maurizi와 

Bambill 은 종동력을 받는 기둥의 동적안정성에 

관한 연구의 역사와 흐름을 추적한 Langthejem과 

Sugiyama 의 조사에 종동력을 받고 전체탄성기

초 또는 부분탄성기초 위에 놓인 보의 동적안정

성 연구들이 추가되어야 된다는 내용을 발표하였

다.
본 연구의 목적은 종동력을 받고 부분 탄성기

초위에 놓인 Timoshenko보에 대한 동적안정성을 

회전관성 및 전단변형 파라미터의 변화, 집중질

량 크기 및 회전관성의 변화 그리고 탄성기초 파

라미터 값의 변화에 따라 연구하는데 있다.

2. 이 론

2.1 수학적 모델 및 운동방정식

 Fig. 1 Mathematical model of a cantilevered beam  
       on partial elastic foundations subjected to   
       follower force.

  Fig. 1은 종동력 를 받고 집중질량 을 갖는 

외팔보가 단위길이 당 스프링 상수 를 갖는 부

분 탄성기초위에 놓여있을 때의 수학적 모델을 

나타낸다.

  Fig. 1 모델에 대한 운동 지배방정식을 유도하

기 위해 에너지 표현 식을 쓰면 다음과 같다.

 










               

     


    



            (1) 

 












    

      




                        (2) 








                         (3)

                         (4)

  식(1)-(4)에서 는 운동에너지, 는 보와 탄성

기초에 의한 탄성 포텐셜에너지, 는 종동력에 
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의한 보존일, 는 종동력에 의한 비보존 가

상일을 나타낸다. 한편, 는 보의 밀도, 는 횡 

방향 변위, 는 굽힘기울기, 는 보의 전단계수 

, 는 보의 굽힘강성계수, 은 보의 길이, 는 

집중질량 회전관성, 는 단면적, 하첨자 와 는 

각각 축방향 좌표와 시간에 대한 미분을 의미한다. 

  이제 식 (1)-(4)를 다음과 같은 확장된 해밀턴

원리






 



     (5)

에 대입하면 다음과 같다












         

    




 



  

        

                          (6)

2.2 유한요소법의 적용

  식 (6)으로부터 이산화된 운동 지배방정식을 

얻기 위해 유한 요소법을 적용하였으며 보를 균

일 길이 인 N개의 요소로 분할하고 다음과 같은 

무차원 좌표들과 국부좌표들을 이용한다. 

        




        

  

  



   


               (7)

  식 (7)을 이용하여 식 (6)의 변분을 정리하고 

이산화된 방정식으로 표현하면 다음과 같다. 











 
 


 


 


 




  
     

    
  

 








   

  　　

     
    

                            (8)

  이제 식 (8)의 해    ,    를 

　        ,             (9)

로 가정하고 다음과 같은 무차원 파라미터들

  


   


  


   






 


   




   




   


   

  


       　　　　　　　　　　　 (10)

을 도입하면 식 (8)은 최종적으로 다음과 같이 

표현된다. 









 


  


  







    

 


  



    

    

 







 

   




  

  

 



    

   

 

                        (11)
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  식 (10)의 무차원 파라미터들에 있어, 는 집

중질량과 보 질량의 질량비를 나타내고, 는 집

중질량 회전관성 파라미터, 는 무차원 집중질량 

위치, 는 탄성기초 파라미터, 는 무차원화된 

부분 탄성기초 끝단 위치, 는 무차원 종동력, 

는 무차원 고유진동수, 과 는 각각 보의 회전

관성과 전단변형 파라미터를 의미한다.

3. 수치해석결과 및 검토

  종동력을 받고, 부분 탄성기초위에 놓인 외팔 

Timoshenko보의 동적안정성에 관한 수치 해를 

얻기 위해, 유한요소해석을 수행하였으며, 수치해

의 타당성 검토를 위해 전체가 탄성기초위에 놓

인 Euler-Bernoulli 보에 대한 이전 연구 참고문

헌(6)의 임계 종동력 값과 비교하였다. 

　비교 결과 근사한　일치(=2.0315(참고문헌

(6)),=2.0317(본 연구) : 0.0098%오차)를 보임

으로서 수치해의 타당성을 검토하였다.  

3.1 부분 탄성기초의 영향
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   Fig. 2 Critical force depending on various 
         types of beam

  Fig. 2는 Euler-Bernoulli보, 전단변형만을 고려

한 보, Rayleigh보, Timoshenko보가 전체 탄성기

초를 갖는 경우에 있어, 탄성 기초파라미터의 변

화에 대한 종동력 값을 보여주고 있다. 이 그림

에서 알 수 있듯이 Euler-Bernoulli보는 탄성기초 

파라미터의 변화(증가 또는 감소)에 대해 임계 

종동력 값의 변화가 없음을 알 수 있고, 전단변

형만을 고려한 보 또한 고정된 전단변형 파라미

터 값에 대해 탄성 기초 파라미터 값의 변화가 

임계 종동력 값에 미치는 영향은 없는 것으로 나

타났다. 그러나 회전관성만을 고려한 Rayleigh보

와 Timoshenko보의 경우에는 탄성기초 파라미터 

값의 증가와 함께 임계 종동력 값이 감소함을 알 

수 있다. 
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　　　Fig. 3 Critical force depending on shear 
      　　  deformation parameters, S

　Fig. 3은 보 전체가 탄성기초 되어 있는 경우, 

보의 회전관성 파라미터를 고정(=0.0)시킨 상태

에서 보의 전단변형 파라미터와 탄성기초 파라미

터 값의 변화에 대해 임계 종동력 값을 나타낸 

그림이다. 이 그림에서 알 수 있는 것은 전단변

형 파라미터 값이  ≧ 에 대해서는 탄성기

초 파라미터 값의 변화가 임계 종동력 값에 미치

는 영향은 없음을 알 수 있다.
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    Fig. 4 Critical force depending on rotary 
          inertia parameters, R
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　Fig. 4는 전체 탄성기초가 되어 있는 경우 보

의 전단변형 파라미터 값을 고정(=)시킨 상

태에서 보의 회전관성 파라미터와 탄성기초 파라

미터의 변화에 따른 임계 종동력 값을 보여준다.  

  그림에서 알 수 있듯이 회전관성 파라미터 

값이  ≦ 에서 탄성기초 파라미터 값의 변

화가 임계 종동력 값에 미치는 영향은 거의 없는 

것으로 나타났다. 
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     Fig. 5 Critical force depending on the 
           partial elastic foundation parameter  
           (Euler-Bernoulli beam)
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     Fig. 6 Critical force depending on the 
           partial elastic foundation parameter  
           (Timoshenko beam)

  Fig. 5와 Fig. 6은 보가 부분 탄성기초　되어　

있는　경우,　Euler-Bernoulli보와 Timoshenko보의 

임계 종동력 값을 탄성기초 파라마터 값의 변화

와 부분　탄성기초의 길이 변화에 따라 나타내 

보인 그림들이다. 

  먼저 두 그림들 모두에 있어, 무차원화된 부분 

탄성기초　끝단의 위치 가 보의 고정 단으로부터 

자유단 쪽으로 증가될 때, 임계 종동력 값은 고

정된 탄성기초 파라미터 값에 대해 증가했다가 

감소되고 다시 증가되는 경향을 보였으며, 임계 

종동력 값은 Timoshenko 보의 경우가 더 작게 

나타남을 알 수 있었다. 또한, 고정된 탄성기초 

파라미터 값에 대해 최대 임계 종동력 값을 나타

내는 무차원 부분 탄성기초 끝단의 위치 는 

=0.5 즉, 부분탄성기초가 보의 고정 단으로부터 

보의 중간부분까지 되어있는 경우이다.  

3.2 집중질량의 영향

  Fig. 7과 8은 Timoshenko보가 전체 탄성기초 

되어 있을 때, 집중질량의 크기만을 고려한 경우

와 회전관성까지도 함께 고려된 경우, 탄성기초 

파라미터 변화에 의한 임계 종동력 값을 보여준다. 
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     Fig. 7 Critical force depending on the 
           mass ratio without rotary inertia 
           of the tip mass
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     Fig. 8 Critical force depending on the 
           mass ratio taking into account 
           rotary inertia of the tip mass
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  먼저 Fig. 7의 집중질량의 크기만을 고려한 경

우, 질량비 에 대해 탄성기초 파리미터의 증가

와 함께 임계 종동력 값이 증가되지만 비교적 작

은 질량비에 대해서는 반대의 경향을 나타내 보

인다. 

  한편 Fig. 8의 회전관성을 고려한 경우는 질량

비에 대해 탄성기초 파라미터 값의 증가와 함께 

임계 종동력 값은 증가된다.

  또한, 집중질량의 회전관성 고려는 동일 탄성

기초 파라미터 값에 대해서도 임계 종동력 값의 

큰 변화를 주게 된다.

   

4. 결 론

 

  종동력을 받고 부분 탄성기초위에 놓인 

Timoshenko보의 동적 안전성에 관한 수치 해석 

결과 다음과 같은 결론을 얻었다. 

  첫째, 보의 전단변형은 탄성기초 파라미터의 

변화에 대해 임계종동력 값의 변화에 영향을 주

지 않지만, 보의 회전관성은 큰 영향을 미친다.

둘째, 부분 탄성기초의 끝단의 위치가 보의 고

정 단으로부터 자유단 쪽으로 증가되어갈 때, 임
계 종동력 값은 고정된 탄성기초 파라미터 값에 

대해 증가했다가 감소되고 다시 증가되는 경향을 

나타내었으며, 최대 임계 종동력 값을 나타내는  

부분 탄성기초의 끝단 위치는 보의 중간부분이

다.
셋째, 집중질량이 존재할 때, 집중질량의 크기

만을 고려한 경우는 질량비 에 대해 탄성기초 

파리미터의 증가와 함께 임계 종동력 값이 증가

되지만 비교적 작은 질량비에 대해서는 반대의 

경향을 나타내 보인다. 집중질량 회전관성까지도 

고려한 경우는 질량비에 대해 탄성기초 파라미터 

값의 증가와 함께 임계 종동력 값은 증가된다.
  또한, 집중질량의 회전관성의 고려는 동일 탄

성기초 파라미터 값에 대해서도 임계 종동력 값

의 큰 변화를 주게 된다.
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