
서 론1.

선형화는 어떤 상태의 비선형 시스템의 동적

거동을 이해하는데 있어서 중요한 방법중의 하나

이다 예를 들면 선형화 된 운동방정식의 고유치.
들은 제어 로직을 개발하는데 있어서 매우 유용

한 자료가 된다.
구속조건이 있는 폐회로 시스템은 운동방정식에
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대수방정식이 포함되어 있어 상미분방정식으

로만 이루어진 개회로 시스템보다 선형화하기가

매우 어렵다 본 연구는 구속된 기계 시스템들에.
대한 선형화 방법을 제안하였고 다른 방법의 결

과와 비교 검증하였다 는 비선형방정. Sohoni(1)
식으로부터 선형화 된 동역학 모델을 만들 수 있

는 연구방법을 제안했다 라그랑지승수 부분은.
선형화 된 운동방정식에서 그대로 남아있었으며

속도와 가속도 구속 조건들은 선형화 된 운동방

정식에서 고려되지 않았다 은 라그랑지. Neuman ‐
오일러 공식을 이용해서 동적거동 해석을 위한

로봇 모델을 생성하였고 정해진 경로를 따라가는

로봇모델을 선형화했다.(2)
은 정해진 경로를 따라가는 선형화Balafoutis

구속된 다물체 시스템의 선형화에 관한 연구

배대성 최진환 김선철* **†․ ․

A Linearization Method for Constrained Mechanical Systems

Dae sung Bae, Jin hwan Choi, Sun chul Kim

진동해석 고유진동수 영공간Key Words: Vibration Analysis( ), Natural Frequency( ), NullSpace( )

Abstract

This research proposes an implementation method of linearized equations of motion for multibody
systems with closed loops. The null space of the constraint Jacobian is first pre multiplied to the
equations of motion to eliminate the Lagrange multiplier and the equations of motion are reduced
down to a minimum set of ordinary differential equations. The resulting differential equations are
functions of all relative coordinates, velocities, and accelerations. Since the coordinates, velocities, and
accelerations are tightly coupled by the position, velocity, and acceleration level constraints, direct
substitution of the relationships among these variables yields very complicated equations to be
implemented. As a consequence, the reduced equations of motion are perturbed with respect to the
variations of all coordinates, velocities, and accelerations, which are coupled by the constraints. The
position, velocity and acceleration level constraints are also perturbed to obtain the relationships
between the variations of all relative coordinates, velocities, and accelerations and variations of the
independent ones. The perturbed constraint equations are then simultaneously solved for variations of
all coordinates, velocities, and accelerations only in terms of the variations of the independent
coordinates, velocities, and accelerations. Finally, the relationships between the variations of all
coordinates, velocities, accelerations and these of the independent ones are substituted into the
variational equations of motion to obtain the linearized equations of motion only in terms of the
independent coordinate, velocity, and acceleration variations.
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된 로봇모델의 순차적인 계산을 위한 방법을 제

안했다 그런데 그 방법은 구속되지 않은 시스.(3)
템인 로봇시스템에 적용되었다 는 구속. Gontier(4)
되지 않은 시스템의 선형화 방법을 일반화하였

다 유사한 공식들이 변분을 이용해서 유도되어.
졌다 는 상대좌표를 이용한 순차적 공.(5,6) Bae
식을 소개하였다 운동방정식은 속도변환법을.(7)
사용하여 간단한 행렬형태로 유도되며 실제 계산

은 각각의 조인트들에 대해 개발된 순차공식을

사용하여 수행되었다 이 순차공식을 이용하여.
차량 실시간 해석 을 수행하였고 유연체를 가진(8)
구속된 기계시스템의 동적거동해석 과 궤도차량(9)
의 동적거동해석 에 사용되어 졌으며 형상설계(10)
를 위한 민감도 해석에도 응용되었다 또한.(11)
편속도 행렬을 이용하여 구속된 다물체계의 정적

평형 해석 및 선형 진동 해석 을 수행하였으(12)
며 기구학적 조인트에서 마찰력을 고려하여 역,
동역학 해석 을 수행하였다 와 는 케(13) . Yoo Bae
인 방법을 이용하여 구속된 다물체계의 동역학

해석도 가능하게 하였다.(14)
다물체시스템의 운동방정식은 상대좌표 속도, ,
가속도에 대해 비선형성을 가진다 운동방정식.
을 선형화 하기 위해 변분을 취하는데 그 운동방

정식을 구성하는 각각의 변수들은 서로 비선형적

인 연성을 가지기 때문에 그 변분 형태는 많은

대수 방정식을 포함하게 된다 어떤 구속도 가지.
지 않은 개회로 시스템의 운동방정식은 상대좌

표 속도 가속도에 대한 상미분방정식으로 구성, ,
되며 그것을 선형화 하기 위해 몇 가지 방법들이

소개되어졌다 하지만 구속조건을 가지고.(2,3,4)
있는 폐회로 시스템의 경우 그런 방법들은 라그

랑지승수와 구속조건들 때문에 직접적으로 사용

될 수가 없다.
구속조건이 있는 시스템을 선형화 하기위한 가

장 직관적인 방법중의 하나는 운동방정식을 상대

좌표 속도 가속도만의 형태로 나타내는 것이다, , .
그리고 상대 좌표들은 다시 독립좌표와 종속좌표

들로 나눠지며 운동방정식과 구속조건들은 종속

좌표와 그 속도 가속도 그리고 독립좌표와 그,
속도 가속도들의 형태로 표현되어야 한다 위치, . ,
속도 가속도 구속조건들로부터 독립좌표들과 종,
속좌표들간의 관계식을 이끌어 낼 수 있다.
자코비안의 영공간은 라그랑지승수를 제거하기

위해서 운동방정식의 앞에 곱하게 된다 그러면.

X

Z

Y

ir

iy′

ix′

iz′
iO

O
if

ig

ih

Fig. 1 Kinematic relationships of a rigid body

그 운동방정식은 최소한의 상미분방정식이 된다.
여기서 그 결과로 얻은 미분방정식은 모든 상대

좌표 속도 가속도의 함수가 된다 따라서 운동, , .
방정식이 독립좌표와 그 속도 가속도만의 함수,
로 표현하기 위해서 위치 속도 가속도 구속조건, ,
을 변분하게 된다 이 변분을 통해서 독립좌표와.
종속좌표사이의 매우 복잡한 변환행렬을 얻게 되

는데 이것이 운동방정식의 변분 형태에 들어가

결과적으로 독립좌표만으로 이루어진 운동방정식

을 유도하게된다 제안된 방법은 상용프로그램인.
리커다인 에 구현되었으며 메커니즘의 진(15) 4 Bar‐
동분석을 통해 제안된 방법을 검증하였다.

상대좌표계에서의 기구학2.

Fig. 1 은 강체에 고정되어 있는 좌표계의 기

구학적 관계를 보여준다.        좌표계는

강체좌표계이고     좌표계는 기준관성좌표

계이다. O는 기준관성좌표계의 원점이고 iO 는
강체 좌표계의 원점이며  는 관성 좌표계에서

본 강체 중심까지의 거리벡터이다.   ,  , 는

       의 각 축에 대한 단위벡터라고 정의

하면 강체에 대한 자세행렬은 다음과 같이 정의

할 수 있다.

       (1)

기준 관성 좌표계에서 점에서의 속도와 가
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Fig. 2 Kinematic relationship between two adjacent
rigid bodies

상변위를 표현하면 다음과 같다.(4,5)

 



(2)

 



(3)

강체 좌표계에서 정의된 속도와 가상변위는 다

음과 같이 계산될 수 있다.

  



  
 

(4)

 



≡
 
  

(5)

Fig. 2 는 두개의 연속한 강체들의 기구학적 관

계를 보여준다 강체.   는 강체 의 내향물체i
로 가정하면(inboard body) 의 위치는 다음과

같이 나타낼 수 있다.

                 (6)

또한 강체 i의 좌표계에서 본 가상 각 변위는

다음과 같다.

 

      


       (7)

여기서    회전축에 의해 정의되었고

  는 다음과 같다.

    

   (8)

식 을 변분을 취하면 다음과 같다(6) .

 

   

             

       

    

              (9)

             

           

여기서 는 벡터곱연산을 실행하여 벡터요소로~
구성되어진 반대칭행렬을 의미하며    는 상

대좌표벡터를 의미한다 식 과 식 를 조합하. (7) (9)
여 두 연속한 강체의 가상변위방정식을 세우면

다음과 같다

              (10)

여기서

 
 
 

        

  

 

(11)

 
 
 

     

 



(12)

여기서 중요한 것은 행렬    와   

는 단지 강체 과 강체 사이에 연결된 조인트i-1 i
의 상대좌표에 의한 함수로 이루어져 있다는 것

이다 결론적으로 보면 행렬.    와   

는    만의 함수라는 것을 의미한다 식. (10)

을 반복적으로 적용함으로써 전체시스템이 절대

좌표에 대한 가상변위를 상대좌표로 표현할 수

있다.

X

Z

Y

iy′

ix′

iz′

)1( −iis
ii )1( −d

)1(y −′i

)1(x −′i

)1(z −′i

iO
)1( −iO

ir)1( −ir

ii )1( −s
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   (13)

여기서 는 절대좌표와 상대좌표간의 좌표변

환행렬이다 절대좌표의 속도.  와 상대좌표의

속도  관계도 같은 방법으로 유도될 수 있다.

   (14)

운동방정식3.

구속메커니즘의 뉴턴오일러 운동방정식의 변‐
분형은 다음과 같다.

            (15)

여기서 과 는 각각 절대좌표계에서의 질량M Q
행렬과 외력을 나타낸다. 은 기구학적으로 절

단조인트 를 제외한 모든 조인트에 허용된다(16) .
방정식에서 와 는 각각 구속방정식과 라그랑

지승수를 나타낸다.

식 과(13)    를 식 에 적용시키(15)
면 다음과 같다.(5)

  
   ∊ (16)

여기서  은 질량행렬이고  는 외력으로 정

의된다.

    (17)

      (18)

 (19)

여기서

  
 
 


(20)

결과적으로 식 의 앞에 영공간(16) (null space)

를 곱하면 다음과 같다.

         (21)

식 와 위치 속도 가속도 구속조건에 대한(21) , ,
변분을 취하면 다음과 같다

  

  

  

















  
  
  











 


(22)

식 는(22)    
에 대해서 풀리게 -

되고 운동방정식은 선형방정식으로 바뀌게 된다.
선형화 된 운동방정식은 단지 독립좌표 속도 가, ,
속도의 변분에 대해 만족하게 된다.

 

 




  

  

  


  
  
  














 

(23)

식 와 다음 선형화 된 운동방정식을 비교하(23)
면  ,  ,  행렬을 계산할 수 있다.

 │       (24)

수치예제4.

Fig. 3 은 스프링이 있는 메커니즘을 보여4 Bar‐
준다 이 시스템은 개의 회전조인트와 한 개의. 4
스프링으로 구성되어 있고 각 물성치는 Table 1

에 정의하였다 개의 회전조인트에 일반좌표. 3 1θ ,

2θ , 3θ 를 정의하였고 남아있는 한 개의 조인트

는 절단조인트로 정의된다 구속방정식은 절단조.
인트로부터 얻어진다.
이때 이 시스템은 자유도를 가지게 되며 이때1

독립좌표는 1θ 이 된다. 1θ 이 일때0 2θ 와 3θ 는 구

속조건으로부터 각각 의 결과를 얻을 수 있0, 0
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으며 이러한 에서 선형화 되, nominal configuration
었다.
이 메커니즘의 동역학해석은 시간영역의 응답

을 얻기위해 수행되었다 시간응답에 대한. FFT
는 지배적인 주파수영역의 응답을 추출하기 위해

수행되었다.

Fig. 3 4 bar mechanism with spring‐

Fig. 4 Rotational angle of link C in time domain

Fig. 4와 5는 링크 의 회전력에 대해 시간과C
그 주파수의 응답을 보여준다.
제안된 선형화 방법이 이 시스템에 적용되었

다 주파수 는 제안된 방법으로부터 얻어. (5.04Hz)
지고 시간영역의 응답의 분석으로 얻어진 주FFT
파수 와 매우 밀접함을 보여준다(5.045Hz) .

결론5.

본 논문은 구속된 다물체시스템의 비선형 운동

방정식에 대해 상대좌표를 적용하고 새로운 선형

화방법이 제안하였다 구속조건들의 자코비안의.
영공간은 운동방정식에서 라그랑지승수를 제거하

기 위해 그 운동방정식에 곱해졌다 그 결과 운.
동방정식의 수는 최소화 되었고 모든 상대좌표와

그것들의 속도 가속도의 함수로 표현되어졌다, .
위치 속도 가속도 구속조건들의 변분형태로부터, ,
종속좌표와 독립좌표사이의 변환식을 유도하였

다 이 변환식은 운동방정식의 변분시에 적용하.

여  ,  ,  의 함수인 그 운동방정식을  ,  ,

만의 운동방정식으로 변환시킨다 마지막으로.

얻은 운동방정식을 이용해서 선형화 해석을 수행

하였고 간단한 폐회로시스템을 이용해서 본 논문

의 선형화 방법을 검증하였다.

Table 1 Material properties of link and spring

Fig. 5 Frequency response of rotational angle of link C

Mass
(kg)

Inertia
Moment

(kg*mm^2)

Body

Link
A 7.707 161760.83

Link
B 3.946 53005.79

Link
C 7.707 161760.83

Spring
Stiffness
(N/mm)

Damping
(N*sec/mm)

10.0 0.0
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