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Abstract 

This paper introduces a fast Fourier transform (FFT)-based spectral analysis method for the transient 
responses as well as the steady-state responses of linear discrete systems. The force vibration of a viscously 
damped three-DOF system is considered as the illustrative numerical example. The proposed spectral analysis 
method is evaluated by comparing with the exact analytical solutions as well as with the numerical solutions 
obtained by the Runge-Kutta method. 

1. 서 론 

일반적으로 시스템의 동역학적 거동은 연립2차 

선형 상미분방정식으로 표현할 수 있으며 그러한 

동역학계를 선형 이산계(linear discrete system)라고 

한다. 분포계(distributed system)의 경우에는 공간

이산화(spatial discretization)과정을 통하여 이산계

(discrete system)모델로 근사화 할 수 있다. 선형 

이산계의 동적응답을 구하는 방법으로써 해석적인 

방법과 수치해석 방법이 그동안 많이 개발되어 왔

다. 특히, 지난 30여년간 컴퓨터 기술의 비약적인 

발전에 따라 정확도가 높은 근사해를 구하기 위한 

방법으로써 컴퓨터를 기반으로 하는 다양한 수치

해석 기법들이 개발되었다. 대표적인 방법에는 직

접적분법(direct integration method), 모드해석법

(modal analysis method), 이산시간시스템방법 

(discrete-time system method), 그리고 FFT(fast 
Fourier transform)를 활용하는 스펙트럴해석법

(spectral analysis method: SAM)등이 있다. 앞의 세

가지 방법은 시간영역방법(time-domain method)에 

속하며(1,2), 스펙트럴해석법은 주파수영역방법 

(frequency-domain method)에 속한다(3-5). 

FFT를 활용하는 스펙트럴해석법에서는 DFT 
(discrete Fourier transform)를 사용하여 종속변수를 

시간영역에서 주파수영역으로 변환시킴으로써 주

어진 상미분방정식을 주파수를 매개변수로 하는 

대수방정식으로 변환시키고, 이와 같이 유도된 대

수방정식을 풀어서 각각의 이산주파수에서의 푸리

에계수(Fourier coefficient)를 구한 후, IDFT 
(inverse discrete Fourier transform)를 사용하여 시간

영역에서의 응답을 계산한다. 실제 계산에서는 

DFT 또는 IDFT를 연산하는데 FFT가 사용된다. 

FFT는 매우 효율적인 컴퓨터 알고리즘이기 때문

에 컴퓨터 연산시간을 단축시켜줄 뿐만 아니라 해

의 정확도도 높여준다(3, 6). 

FFT를 활용하는 스펙트럴해석법은 (1) 가진력

이 너무 복잡하여 수치적분법을 사용하고자 할 때, 

(2) 실험 측정시 아날로그-디지털변환기를 사용하

여 디지털 형태로 데이터를 저장하는 실험계측장

비를 사용할 때, (3) 재료의 구성방정식(constitutive 
equation)이 시간영역 보다는 주파수영역에서 측정

하기에 더 적합할 때, (4) 주파수에 종속적인 스

펙트럴요소(spectral element)모델을 구조해석에 적

용할 때 매우 유용하다. 

기존의 문헌에서 보면(3-5), FFT를 활용하는 스

펙트럴해석법은 정상상태응답(steady-state response) 
뿐만 아니라, 초기조건이 0인 경우 가진력에 의한 

과도응답(transient response)을 구하는 방법도 잘 

개발되어 있다. 그러나 초기조건이 0이 아닌 경우

에 대하여 과도응답을 구하는 방법은 아직까지 소
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개되지 않고 있는 것으로 판단된다. 

따라서, 본 연구의 목적은 초기조건이 0이 아닌 

경우 FFT를 활용하는 스펙트럴해석법을 이용하여 

과도응답을 구하는 방법을 개발하는 것이다. 본 

연구에서 제안한 FFT를 활용하는 스펙트럴해석법

을 검증하기 위해서, 수치 예제로 점성감쇠가 있

는 3자유도 강제진동계의 응답을 구하였다.  

2. DFT이론 

주기가 T 인 주기함수 x(t)는 다음과 같은 형태

의 푸리에급수(Fourier series)로 나타낼 수 있다. 
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여기서, ωn = n (2π /T) = nω1 이고, Xn 은 푸리에계

수로서 다음의 적분식으로 구할 수 있다. 
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식 (1)과 식 (2)를 주기가 T인 연속함수의 FT 쌍
(Fourier transform pair)이라고 한다. 

연속함수 x(t)를 시간영역에서 이산화하면 {x(tr)} 

의 형태로 얻을 수 있다. 만약 N개의 수로 이산

화를 한다면 시간영역은 등간격 ∆ = T/N으로 나눌 

수 있고, xr = x(tr)로 나타낼 수 있다. 여기서 tr = 
r∆ (r = 0, 1, 2, …, (N − 1))이다. 그러면 식(2)의 푸

리에계수는 다음과 같은 수치적분식으로 나타낼 

수 있다.  
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식 (3)을 DFT라고 하며, x(tr)은 다음과 같은 역함

수(inverse formula)로 구할 수 있다. 
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식 (4)를 IDFT라고 하며 식 (3)과 식 (4)를 DFT 
쌍(discrete Fourier transform pair)이라고 한다. 식 

(3)은 식 (2)에서 근사화 되었지만, IDFT을 통하

여 시간영역에서의 이산화된 함수값으로 정확히 

변환된다(5,6). 식 (4)에서 Xn은 *
nnN XX =−  (n = 0, 

1, 2, …, N/2)와 같이 배열된다. 여기서, *
nX 는 nX

의 공액복소수(complex conjugate)를 나타내며 XN/2 

는 가장 높은 주파수인 나이퀴스트주파수(Nyquist 
frequency) ωN/2 = (N/2)ω1 에 해당하는 성분이다. 

FFT는 DFT 또는 IDFT의 연산시간을 N / log2 N 

으로 줄여주는 매우 효율적인 컴퓨터 알고리즘이

다. FFT를 활용하는 스펙트럴해석법에서 비록 컴

퓨터가 사용되지만 식 (3)과 식 (4)와 같이 해석

적 표현을 그대로 사용하기 때문에 수치해석법의 

하나가 아님을 주지할 필요가 있다. DFT와 FFT
에 관한 더 자세한 내용은 문헌[6]에서 찾아볼 수 

있다. 

3. 스펙트럴해석법 

FFT를 활용하는 스펙트럴해석법은 먼저 다자유

도 동역학계를 위하여 개발될 것이다. 다자유도 

동역학계의 전형적인 예로서, 점성감쇠가 있는 선

형 동역학계의 운동방정식을 행렬식으로 표현하면 

다음과 같다. 

[ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } ( ){ }tfuKuCuM =++ &&&         (5) 

식 (5)의 초기조건은 아래와 같다. 

( ){ } { } ( ){ } { }00 , uuuu && == oo          (6) 

여기서, {u(t)} 는 절점자유도 벡터이고 {f(t)}는 

절점에 작용하는 외력 벡터이다. [M]은 질량행렬, 

[C]는 감쇠행렬, [K]는 강성행렬이다. 식 (5)의 

일반해는 다음과 같이 정상상태응답 부분인 

{up(t)}와 과도응답 부분인 {uh(t)}의 합으로 구할 

수 있다. 

{ } { } { })()()( ttt hp uuu +=            (7) 

4. 정상상태응답 

외력벡터 {f(t)}와 정상상태응답 {up(t)}를 DFT
를 사용하여 스펙트럴 형태(spectral form)로 나타내

면 다음과 같다. 
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식 (8)을 식 (5)에 대입하면 다음과 같은 식을 얻
을 수 있다. 
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여기서 [D(ω)]는 동적강성행렬(dynamic stiffness 
matrix)을 나타낸다. 
식 (8b)를 시간에 대하여 미분하면 다음과 같은 

식을 얻을 수 있다. 
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여기서 { } { }∗− = nnN PP  (n = 0, 1, 2, …, N/2) 이다. 

우선 식 (9)에서 푸리에계수 {Pn}을 구한 후, 시
간영역에서의 정상상태응답은 IFFT(inverse fast 
Fourier transform)을  사용하여 다음과 같이 구할 
수 있다. 

{ } { }np IFFTt Pu ⇐)(              (11) 

5. 과도응답 

다음과 같이 외력이 없는 경우의 운동방정식을 
고려해 보자. 

[ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } { }0uKuCuM =++ hhh &&&        (12) 

여기서 {uh(t)}는 과도응답 부분이다. 식 (12)의 해 
{uh(t)}를 다음과 같은 형태로 가정할 수 있다. 

{ } [ ]{ })()( tt hh xu Φ=              (13) 

여기서, [Φ ]는 모드행렬이며 다음과 같은 직교성

을 만족한다. 

[ ] [ ][ ] [ ]IM =ΦΦ T , [ ] [ ][ ] [ ]2ΩΦΦ =KT      (14) 

식 (14)에서 [I] 는 단위행렬이고, [Ω 2]는 대각선행

렬이며 다음과 같이 정의된다. 
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여기서 Ω1 ≤ Ω2 ≤ … ≤ Ωm는 고유진동수이다. 
식 (13)을 식 (12)에 대입한 후 식 (14)를 적용하

면 다음과 같은 비연계(decoupled)된 모드방정식을 
얻을 수 있다. 

02 2 =Ω+Ωξ+ hkkhkkkhk xxx &&&  (k = 1, 2, … , m)  (16) 

여기서 ξk 는 k 번째 모드감쇠비이다. 식 (16)의 특
성방정식은 다음과 같이 나타낼 수 있다. 
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여기서 λk1 과 λk2 는 공액복소수(즉, *
12 kk λ=λ )이다. 

모드좌표상의 과도응답 xhk(t)와 xhk(t)를 시간으로 
미분한 )(txhk& 는 다음과 같이 얻을 수 있다. 
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여기서, 상수 ak 와 ∗
ka 는 초기조건을 만족하도록 

결정해야 한다. 
xhk(t)와 )(txhk& 을 스펙트럴 형태로 나타내면 다

음과 같다. 
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식 (3)을 사용하면 푸리에계수 knH 과 knH 는 다음

과 같이 나타낼 수 있다. 
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여기서, 
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이고, ∗
− = knnNk HH )( , ∗

− = knnNk HH )(  (n = 0, 1, 2, …, 

N/2) 이다. 
식 (19)에서 구한 xhk(t) 와 )(txhk& 을 각각 모아서 

벡터형식으로 표현하면 다음과 같이 나타낼 수 있
다. 
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여기서, 
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식 (22)를 식 (13)에 대입하면 다음과 같다. 
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식 (7)을 식 (6)에 대입하면 다음과 같은 식을 
얻을 수 있다. 
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식 (8)과 식 (25a)를 식 (26a)에 대입하고, 식 (10)
과 식 (25b)를 식 (26b)에 대입하면 다음과 같은 
식을 얻을 수 있다. 
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식 (20)을 이용하면 식 (24)를 다음과 같이 나타낼 
수 있다. 

{ } [ ]{ } [ ]{ }
{ } [ ][ ]{ } [ ][ ]{ }∗∗

∗

+=

+=

aYaXH

aYaXH

nnn

nnn

11 ΛΛ
      (28) 

여기서,  
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식(28)을 식(27)에 대입하면 다음과 같은 식을 
얻을 수 있다. 
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식 (14)의 직교성을 이용하여 [Φ ]-1 = [Φ ]T[M]를 식 
(34)에 적용하였다. 식 (32)를 상수벡터 {a } 또는 
{a*}에 관하여 연립하여 풀면 {a }는 다음과 같이 
얻을 수 있다. 

{ } [ ] [ ]{ } { }( )vdRa −= ∗
12

Λi           (35) 

여기서,  

[ ] [ ]

( )
)...,,2,1(1

1

0
1

21

mk
XmI

R

RRRdiag

N

n
knk

k

m

=
∑

=

=

−

=
λ

LR

     (36) 

우선 식 (35)에서 초기조건을 이용하여 {a } 또
는 {a*}를 구한 후, 식 (28)을 이용하여 { }nH 을 
구한다. 그리고 나서 다음과 같이 IFFT를 사용하

여 { })(thx 를 구한다. 

{ } { }nh IFFTt Hx ⇐)(             (37) 

시간영역에서의 과도응답 {uh(t)}는 식 (37)을 식 
(13)에 대입하여 얻을 수 있다. 마지막으로 시스템

의 초기조건을 고려한 동적응답은 식 (7)과 같이 
정상상태응답 {up(t)}와 과도응답 {uh(t)}의 합으로 
구할 수 있다. 

6. 수치예제 

본 연구에서 제안한 FFT를 활용하는 스펙트럴

해석법을 검증하기 위해 다음과 같은 3 자유도의 
강제진동계를 예제로 들었다. 
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식 (38)에서  m = 10 kg, c = 40 N⋅s/m, k = 1000 N/m 
이고,  f(t) = 4 [1-s(t-1.2)] N 이며, s(t) 는 단위계단함

수이다. 시스템의 초기변위와 초기속도는 다음과 
같다. 
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Fig. 1 Comparison of the time histories u1(t), u2(t)
and u3(t) obtained by different solution
methods 
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강제진동계의 동적응답 u1(t), u2(t), u3(t)를 스펙트

럴해석법, Runge-Kutta법과 해석적 방법(analytical 
method)으로 구하여 Fig. 1에서 비교하였다. 시간영

역에서의 평균오차가 0.05% 이내의 정확도를 가
진 해를 얻기 위하여,  스펙트럴해석법에는 DFT
의 주기가 T = 5초, 샘플 개수(sampling number)는 
N = 2048개를 사용하였으며, Runge-Kutta법에서의 
시간간격은 0.0001초를 사용하였다. Fig. 1은 FFT를 
활용하는 스펙트럴해석법으로 구한 결과가 엄밀해

(exact analytical solution)와 거의 같음을 보여주고 
있다. Fig. 2는 샘플 개수(sampling number) N을 증가

시킬수록 스펙트럴해석법으로 구한 결과가 엄밀해

에 수렴하는 것을 보여주고 있다. Fig. 1과 Fig. 2는 
샘플 개수 N을 2048개까지 증가시키면 스펙트럴

해석법으로 구한 결과가 엄밀해에 충분히 수렴함

을 보여주고 있다. 
Table 1은 스펙트럴해석법과 Runge-Kutta법의 컴

퓨터 연산시간과 시간평균오차를 비교하여 보여주

고 있다. Table 1에서 보면 FFT를 활용하는 스펙트

럴해석법의 연산시간이 Runge-Kutta법의 연산시간

보다 적게 걸리는 것을 알 수 있다. 

7. 결 론 

본 연구에서는 초기조건이 0이 아닌 선형 이산

계의 동적응답을 FFT를 활용하는 스펙트럴해석법

을 사용하여 구하는 방법을 소개하였다. 본 연구

에서 제안한 스펙트럴해석법은 점성감쇠가 없는 
이산계 또는 스펙트럴요소모델로 표현된 분포계까

지 적용할 수 있다. FFT를 활용하는 스펙트럴해석

법은 점성감쇠가 있는 3자유도 강제진동계를 예제

로 하여 검증하였다. FFT를 활용하는 스펙트럴해

석법은 Rung-Kutta법으로 구한 해 뿐만 아니라 엄
밀해와 비교해 볼 때 매우 높은 정확도를 보여주

었다. 또한 같은 정도의 정확도를 갖는 해를 얻기 
위한 연산시간이 Rung-Kutta법보다 적게 걸림을 
확인하였다. 

Table 1 Comparison of CPU times and time averaged errors 

SAM (Present) Runge-Kutta Method 
Method 

N=512 N=1024 N=2048 ∆t=0.0005(s) ∆t=0.0001(s) 

CPU Time (seconds) 0.182 0.323 0.792 0.984 3.428 

u1(t) 1.056 0.384 0.048 0.426 0.013 

u2(t) 0.922 0.335 0.042 0.371 0.010 Time Averaged 
Error (%) 

u3(t) 0.513 0.186 0.023 0.205 0.006 

(a) Time history u1(t) 

(b) Time history u2(t) 

(c) Time history u3(t) 

Fig. 2 Convergence of the time histories as the
number of samples N is increased 
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