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Abstract 

In this paper, a new meshfree technique which improves the numerical integration accuracy is introduced. 
This new method called the Petrov-Galerkin natural element(PG-NE) is based on the Voronoi diagram and the 
Delaunay triangulation which is based on the same concept used for conventional natural element method 
called the Bubnov-Galerkin natural element(BG-NE). But, unlike BG-NE method, the test shape function is 
differently chosen from the trial shape function. The proposed technique ensures that the numerical 
integration error is remarkably reduced.  

1. 서 론 

유한요소법과 같이 요소를 기반으로 한 수치기

법의 단점을 극복하기 위한 방안으로 많은 연구자

들이 무요소법(meshless)의 개념에 관심을 기울이

기 시작하였으며, 1992 년 Nayroles 등이 DEM 
(Diffuse Element Method)(1)을 발표한 이후로 편미분

방정식의 새로운 해법으로 무요소 개념에 대한 집
중적인 연구가 이루어져 왔다. 대표적으로 EFG 
(Element Free Galerkin) (2), RKPM(Reproducing Kernel 
Particle Method) (3), H-P Clouds(4), Partition of Unity(5) 
등이 무요소 개념을 바탕으로 제안된 방법들이다. 
제안된 대부분의 무요소법들은 공통적으로 필수경

계조건의 처리와 약 형식(weak form)의 수치적분에 
있어서 문제점을 내포하고 있다.  
최근의 자연요소법(NEM ; Natural Element Method) 

(6-7)은 보로노이 다이어그램(Voronoi diagram)과 델
라우니 삼각화(Delaunay triangulation)와 같은 기하

학적 개념을 도입하여 필수경계조건의 직접적 처

리를 가능하게 하였다. 이는 기존의 무요소법과는 
달리 Sibson 및 Laplace 보간함수가 완전한 보간특

성을 가짐에 기인한다. 하지만, 자연요소법에서도 
수치적분 오차에 대한 문제점은 여전히 미해결 과
제로 남아 있으며, 적분오차에 대한 자연요소법의 
정확도 및 수렴성 저하는 참고문헌(6-7)에서 보고되

고 있다.  
본 논문에서는 자연요소법의 가장 두드러진 특

징인 보간특성을 유지하는 동시에 수치적분 오차

를 감소시키는 방안에 대하여 논의하고자 한다. 
저자들이 제안하는 수치기법을 이용하여 기존 무
요소법들이 내재하고 있는 주요 두 가지 단점 – 
필수경계조건의 처리와 수치적분 오차 –을 해결하

고, 조각시험을 통해 제안된 기법의 수치적분 안
정성을 검토하도록 한다. 

 

2. Natural Neighbor Interpolation Function 

2.1 보로노이 다이어그램과 델라우니 삼각화 
본 논문에서 보로노이 다이어그램과 델라우니 

삼각화는 2 차원 유클리드(Euclide) 공간 2R 에서 
정의한다. 먼저, 평면상의 서로 다른 점집합 P 를 
다음과 같이 나타낼 수 있다. 
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{ }nP pppp ,,,, 321 L= , 2R∈Ip        (1) 

점집합 P 의 1 차 보로노이 다이어그램은 평면

상의 서로 다른 점의 분포로부터 국부영역 IV 로 
평면을 분할하게 되며, 수학적으로 다음과 같이 
정의된다. (6-7) 

{ } IJddV JII ≠∀<∈= ),(),(:R 2 ppppp  (2) 

여기서, ),( JId pp 는 점 Ip 와 Jp 사이의 거리를 

나타내는 유클리드 메트릭(metric)이다. Fig. 1 에 7
개의 절점에 대한 보로노이 다이어 그램을 도시하

였다. 그림에서 알 수 있듯이 보로노이 다이어그

램은 각 점을 닫힌 부영역 또는 경계가 없는 부공

간으로 분할하게 된다.  
델라우니 삼각화는 보로노이 다이어그램의 기하

학적 듀얼(dual)로서 보로노이 다각형의 경계를 공
유하는 절점을 연결하여 구성할 수 있다. 델라우

니 삼각형은 주어진 점으로부터 구성할 수 있는 
모든 삼각형 분할 중에 최소각을 최대화하는 특성

을 가지고 있으며, 항상 빈 외접원 기준(empty 
circumcircle criterion)을 만족한다. (6-7) 즉, 임의의 델
라우니 삼각형 DT 의 외접원 내부에는 다른 점
을 전혀 포함하지 않는 기하학적 특징을 보인다.  

 
Fig. 1 Voronoi diagram and Delaunay triangulation 

 

2.2 Sibson 보간함수 
Fig. 2(a)에 평면상에 균일하게 분포된 4 개의 절

점으로 이루어진 임의의 점 p 에 대한 보로노이 
다이어그램을 나타내었다.  점 p 에 의한 보로노

이 다각형 pV 의 면적을 )(pA 라 두고 2 차 보로

노이 다각형 IVp 의 면적을 )(pIA 로 두자. 여기

서, 2 차 보로노이 다각형 IJV 는 점 Ip 에 가장 가

깝고 점 Jp 에 두번째로 가까운 점들의 집합으로 

다음과 같이 정의할 수 있다.(6-7) 

{ }),(),(),(:R 2
KJIIJ dddV ppppppp <<∈=

JIK ,≠∀                            (3) 

임의의 점 p 에서 절점 Ip 에 해당하는 Sibson 

보간함수 )(pIφ 는 1 차 보로노이 다각형 면적 

)(pA 와 2 차 보로노이 다각형 면적 )(pIA 의 비
로 정의된다. (6-7) 

)(
)()(

p
pp

A
AI

I =φ , ∑
=

=
m

J
JAA

1
)()( pp , 2R∈p   (4) 

여기서, m 은 점 p에 관련된 자연 이웃 점(natural 
neighbor)의 개수이다. 
 

2.3 Laplace 보간함수 
Laplace 보간함수를 정의하기 위해 2.2 절의 점 

집합 P 를 도입하고, P 에 속해있는 절점 Ip 에 

관련된 보로노이 다각형을 식 (2)와 같이 정의한

다. Sibson 보간에서 2 차 보로노이 다이어그램을 

정의한 것과는 달리 보로노이 다각형 IV 와 JV 의 

1 차원 공통 면(facet)인 IJω 를 다음과 같이 정의

한다. (7) 

{ }IJVV JIIJ ≠∈= ,Ipω , III VVV ∂= U  (5) 

여기서, IV 와 JV 사이에 공통의 모서리가 존재하

지 않으면 IJω 는 공집합이 된다. 따라서, 

0),( ≠JId pp 을 만족하면 다음과 같은 관계가 

성립된다. (7) 
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여기서, ⋅ 는 1 차원에서 모서리 길이를 의미한

다. Fig. 2(b)와 같은 2 차원 평명 상의 보로노이 

다각형을 고려하면, 점 p는 4 개의 자연 이웃 점

을 가지고 있다. 그림에서와 같이 2 차원일 경우 

절점 Ip 에 관련된 보로노이 모서리 길이 

IIs pp ω=)( 로 표현되며, 절점 Ip 의 보로노이 

모서리와 점 p 의 수직거리 ),(5.0)( II dh ppp =
로 기술된다. 따라서, 2 차원인 경우 Laplace 보간

함수 )(pIφ 는 식 (7)로부터 다음과 같이 정의된

다. (7) 

∑
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= m

J
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)(
)()(

p
pp

I

I
I h

s
=α , 2R∈p  (7) 

식 (7)에서 알 수 있듯이 2 차원일 때의 Laplace 
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보간함수는 보로노이 모서리와 관련된 길이비로 

정의된다.  

자연 이웃 점 기반의 보간 기법을 이용한 벡터 

함수의 보간은 다음과 같이 표현된다. 

∑
=

=
m

I
II

h

1
)()( uppu φ             (8) 

여기서, Iu ( mI ,,2,1 L= )는 m 개의 자연 이

웃 점에서의 절점 벡터를 의미하며, )(pIφ 는 절

점 Ip 에 해당하는 Sibson 또는 Laplace 보간함수

를 나타낸다.  

 
(a)                    (b) 

Fig. 2 Natural neighbor-based interpolation for the four 
uniform node distribution (a) Sibson interpolation (b) 
Laplace interpolation 

 

3. Petrov-Galerkin Natural Element Method 

3.1 자연요소법에서의 수치적분 오차 
전체 영역이 

2R⊂Ω 이고 경계가 Γ 인 2 차원 

선형 탄성체를 고려하자. 영역의 경계 Γ는 필수

경계 uΓ 와 자연경계 tΓ 로 구분할 수 있다. 따라

서, 선형 탄성문제에 대한 정적 평형방정식은 다

음 식과 같다. 

Ω=+ in0, ijij bσ           (9) 

여기서, ijσ 는 Cauchy 응력 텐서, ib 는 체적력을 

나타내며, jj x∂⋅∂=⋅ )()( , 를 의미한다. 한편, 필

수 및 자연경계조건은 다음 식으로 표현된다. 

uii uu Γ= on           (10a) 

tijij tn Γ= onσ         (10b) 

여기서, in 는 영역 Ω의 외부로 향하는 단위 법

선 벡터이며, iu 와 it 는 각각 미리 규정된 변위 

및 표면력을 의미한다.  

선형 탄성거동을 가정하면, 응력과 변형률 사이

의 구성방정식은 다음과 같다. 

 klijklij C εσ =               (11) 

여기서, ijklC 은 물성계수 텐서이며, klε 은 미소 

변형률 텐서로서 다음과 같이 정의된다.  

( )kllkkl uu ,,2
1

+=ε            (12) 

이러한 평형방정식의 약 정식화를 위해 변위 시

도함수(trial function) 21 )]([HV Ω=∈u 과 운동학

적 가용 시험함수(kinematically admissible test 

function) 21
00 )]([HV Ω=∈v 를 선정한다. 여기서, 

)(H1 Ω 는 1 차의 Hilbert 함수공간이며, )(H1
0 Ω

는 필수경계 uΓ 에서 0v = 인 조건을 만족하는 

함수로 이루어진 1 차 Hilbert 함수공간을 의미한

다. 식 (9)에 시험함수 iv 를 곱하여 전체 영역 

Ω 에 대하여 적분하면 최종적으로 다음과 같은 

약 형식을 얻을 수 있다. 

∫∫∫ ΓΩΩ
Γ+Ω=Ω

t

dvtdvbd iiiiijij )()( vu εσ  (13) 

식 (13)의 약 형식으로부터 이산화 방정식을 얻

기 위해 시도함수와 시험함수를 다음과 같은 근사

함수로 가정한다. 

∑=
I

I
i

I
i uu )()( xx φ         (14a) 

∑=
I

I
i

I
i vv )()( xx ψ         (14b) 

여기서, )(xIφ 와 )(xIψ 는 각각 시도함수 및 시

험함수를 이산화하는 전역 절점 형상함수(global 

nodal shape function)이며, 
I
iu 와 

I
iv 는 각각 절점 

I 에 해당하는 시도함수 및 시험함수의 절점값을 

의미한다. 부브노프-갤러킨(Bubnov-Galerkin)법에 

기반을 둔 유한요소법과 무요소법에서는 동일한 

형상함수를 이용해 시도 및 시험함수를 근사화하

며, BG-NE(Bubnov-Galerkin Natural Element)법에서

는 형상함수로서 Sibson 또는 Laplace 보간함수를 

사용한다. 유한요소법과 BG-NE 법에서 이러한 전

역 절점 형상함수는 해당하는 절점에서 단위값을 

가지며, 함수의 지지영역 경계에 접근할수록 

‘0’으로 수렴하게 된다. 전역적 관점에서 볼 때, 

식 (13)의 약 형식에서 우변은 시도함수와 시험함

수의 교차영역(intersection region)에서만 정의

되며 나머지 영역에서는 모두 ‘0’의 값을 가지

게 된다. 따라서, 식 (13)의 약 형식은 전역 절점

함수를 이용하여 다음과 같이 이산화 할 수 있다.  
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dvtdvb ψψ  (15) 

여기서, 
Iψ 는 절점 I 에 해당하는 시험 형상함

수(test shape function)로서 절점 시험함수 영역 
I
teΩ 에서만 정의되며, 

Jφ 는 절점 J 에 해당하는 

시도 형상함수(trial shape function)로서 절점 시도

함수 영역 
J
trΩ 에서만 정의된다. 식 (16)의 이산

화 방정식은 절점 I 의 시험함수 영역 
I
teΩ 에서 

적분이 수행된다.  

잘 알려진 바와 같이 일정 변형률 유한요소(CS-
FE : Constant Strain Finite Element)(8)에서 식 (15)의 

적분을 위한 국부 영역 
I
teΩ 는 절점 I 를 공유하

는 삼각형 요소로 구성되며, 해당 형상함수는 유

한요소의 구성과정에서 
I
teΩ 내에서만 정의되도록 

설정되어 있다. 따라서, 유한요소법에서 요소 자

체가 함수의 적분과정에서 매우 적절한 국부 영역

을 제공하게 되며, 적분 함수의 지지영역과 적분

영역의 불일치로 인한 적분오차는 발생하지 않게 

된다. 반면, BG-NE 의 경우 델라우니 삼각형을 

적분영역으로 설정하기 때문에 CS-FE 와 동일하게 

영역을 분할하게 되지만, 절점 I 에 해당하는 시

험 형상함수의 지지영역 
I
teΩ 는 델라우니 삼각형 

경계를 기준으로 나누어지지 않는다. 이러한 적분

영역과 형상함수 지지영역의 불일치는 다항함수가 

아닌 형상함수의 도입으로 인한 적분오차에 비해 

훨씬 심각한 오차를 유발하게 된다. 

     
(a)                   (b) 

Fig. 3 Supports of shape functions for CS-FE and BG-
NE (a) Test function centered at node I  for CS-FE and 
BG-NE (b) Test and Trial function centered at node I  
and J  for BG-NE, respectively 
 

Fig. 3(a)에 균일 절점분포에 대한 CS-FE 와 BG-

NE 에서의 절점 시험 형상함수 지지영역 
I
teΩ 를 

도시하였다. 그림에서 알 수 있듯이 CS-FE 에서는 

시험 형상함수의 지지영역 
I
teΩ 와 적분영역인 삼

각형 요소의 경계가 정확하게 일치하고 있다. 반

면, BG-NE 에서 Laplace 보간함수의 지지영역 
I
teΩ 는 적분영역인 델라우니 삼각형의 경계와 일

치하지 않음을 보여준다. Fig. 3(b)에 나타낸 것처

럼 Laplace 보간함수를 이용하여 시도 및 시험함

수를 구성한 경우(BG-NE)에 두 함수의 교차영역

은 델라우니 외접원이 겹치는 지점에서 형성되며, 

이로 인해 적분함수의 지지영역과 적분영역의 불

일치가 발생하게 된다.  

Dolbow 와 Belytschko(9)는 이와 같은 불일치로 

인해 EFG 에서 발생하는 적분정도의 저하를 억제

하기 위하여 경계상자기법(bounding box technique)
을 이용하여 형상함수 지지영역의 경계와 일치하

도록 배경격자를 생성하였다. 하지만, Laplace 보
간함수처럼 복잡한 형상의 지지영역을 갖는 함수

의 경계에 배경격자를 일치시키는 작업은 거의 불

가능하며, 설령 일치하는 배경격자를 생성시켰다 

할지라도 복잡한 영역에서 적분할 수 있는 일반적

인 수치적분 기법은 아직 알려져 있지 않다. 따라

서, 본 논문에서는 기존의 BG-NE 법에서와 같이 

델라우니 삼각형을 수치적분을 위한 배경격자로 

사용하고, 델라우니 삼각형을 기반으로 한 보간함

수를 시험 형상함수로 재구성함으로써 적분함수의 

지지영역과 적분영역의 경계를 일치시키는 방안을 

제시하고자 한다. 
 

3.2 델라우니 삼각형 기반의 시험 형상함수 
Sukumar 등(6-7)의 기존 BG-NE 법에서는 시도 및 

시험함수를 Laplace 보간함수를 이용하여 구성하

였으며, 이는 적분함수의 지지영역과 적분영역의 
불일치를 유발하여 심각한 적분정도의 저하를 야
기시켰다. 이와 같은 적분오차로 인하여 BG-NE
법은 조각시험을 통과하지 못할 뿐만 아니라, 점
근적 수렴률(asymptotic rate of convergence)을 보장

하지 못하는 경우도 발생하게 된다. 본 논문에서

는 이러한 적분오차를 억제하기 위하여 시험함수

의 지지영역을 적분영역과 동일하게 구성하는 방
법을 제시하고자 한다. 이는 기존의 부브노프-갤
러킨 기반의 NE 법과는 달리 시도함수와 시험함

수를 다르게 구성하기 때문에 페트로프-갤러킨 기
반의 NE 법으로 볼 수 있다. 따라서, 새로운 NE
법을 기존의 BG-NE 법에 대비하여 PG-NE(Petrov-
Galerkin Natural Element) 법으로 명명하도록 한다.  

PG-NE 법에서 시험함수는 델라우니 삼각형 기반
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의 형상함수를 이용하여 구성한다. 즉, 식 (14)에

서 시도 형상함수 )(xIφ 는 BG-NE 법의 형상함수

인 Laplace 보간함수를 이용하고, 시험 형상함수 

)(xIψ 는 x 가 속해있는 델라우니 삼각형의 절점

을 이용하여 새롭게 구성한다. 이러한 델라우니 
삼각형 기반의 형상함수는 CS-FE 의 형상함수와 
동일하며, 적분점 x 에서의 함수계산은 중심좌표

(barycentric coordinates)를 이용하여 얻을 수 있다.  
Fig. 4(a)에서 구성된 형상함수의 지지영역은 절

점 I 를 둘러싼 델라우니 삼각형의 합 영역과 동
일하며, 이로인해 적분영역과 적분함수 지지영역

의 불일치로 인한 적분오차를 억제할 수 있는 매
우 적절한 형상함수를 제공하게 된다. 즉, Fig. 4(b)

에서 절점 I 의 시험함수영역 I
teΩ 와 절점 J 의 

시도함수영역 J
trΩ 의 교차영역은 적분영역인 I

teΩ  

내부에서만 정의됨을 알 수 있다. 따라서, 어떠한 
경우에 있어서도 적분함수와 적분영역이 항상 일
치하게 되며, BG-NE 법의 가장 큰 단점인 적분의 
부정확성에 의한 오차를 크게 줄일 수 있게 된다.  

 
(a)                    (b) 

Fig. 4 Supports of shape functions in Petrov-Galerkin 
natural element method(PG-NEM) (a) nodal test shape 
function – Delaunay triangle based interpolation function 
(b) Test and Trial function centered at node I  and J  
for PG-NE, respectively 

 
한편, 델라우니 삼각형은 정의된 델라우니 삼각

형 정보로부터 단지 간단한 몇 개의 대수학적 관
계식으로부터 쉽게 얻을 수 있다. 시험 형상함수

는 델라우니 삼각형 기반의 형상함수를 이용하여 
근사화하고, 시도함수는 Laplace 보간기법을 이용

하여 구성하면 PG-NE 법의 이산화 방정식을 얻을 
수 있다. 

fuK =                 (16) 

여기서, K 는 강성행렬(stiffness matrix), f 는 하중

벡터(load vector)를 나타내며, 다음과 같이 표현된

다. 

( )∫Ω Ω=
I
te

dJTI
vIJ CBBK          (17a) 

∫∫ ΓΩ
Γ+Ω=

I
t

I
te

dd II
I tbf ψφ      (17b) 

위의 방정식에서 I
vB 와 JB 는 각각 시도 형상함

수와 시험 형상함수의 미분이며, C 는 선형 등방

성 재료의 물성행렬(material property matrix)를 의미

한다. 
 

4. Numerical Experiments – Patch Test 

조각시험은 비적합 유한요소의 수렴성 검증을 
위해 가장 널리 쓰이고 있는 방법이다. 본 논문에

서 조각시험은 다음의 크게 두가지 조건에 대하여 
수행한다. 첫째, 변위 조각시험으로 선형의 변위장

을 경계 uΓ 에 부여하여, 해석영역의 선형 변위장

이 정확히 근사화 되는지를 판단한다. 둘째, 평형 
조각시험으로 단축 평면 응력장을 구현하는 능력

을 검증한다. Fig. 5 에 변위 및 평형 조각시험을 

위한 모델을 도시하였으며, 3
0 101×=u m, 10 =P  

Pa 을 적용하였다. 해석을 위해 두 경우 모두 평면

응력 조건을 적용하였으며, 25 개의 균일 절점(Grid 
A)과 5 개의 불균일 절점(Grid B) 분포에 대하여 
CS-FE, BG-NE 및 PG-NE 법을 이용한 해석을 수행

하였다.  

 
Fig. 5 Models for patch test 

 
변위상대오차(Edisp)와 에너지 상대오차 놈(Eenergy)

에 대한 조각시험 결과를 Table 1 에 정리하였다. 
BG-NE 법의 경우 변위 및 에너지 상대오차 놈의 

결과는 정확도가 310−
에서 210−

사이에 존재한다

는 것을 보여준다. 그러므로, BG-NE 법의 결과는 

기계 정확도(machine precision)인 1610−
에 비하여 

높은 오차를 나타내며, 조각시험을 통과하지 못한

다는 것을 알 수 있다. 반면, PG-NE 법 및 CS-FE
법은 기계 정확도에 근접한 오차를 보이고 있으며, 
이는 조각시험을 통과하였음을 나타내고 있다. 이
러한 조각시험의 결과는 Laplace 보간함수가 선형

의 변위장을 정확히 재구성할 수 있다는 사실을 
고려할 때, 약 형식의 수치적분과정에서 오차의 
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원인 대부분이 제공되고 있다는 것을 파악할 수 
있다. Sibson 보간함수를 적용한 BG-NE 법의 수치

적분에 대한 이러한 평가는 Sukumar 등(6)의 논문

에 자세히 언급되어 있다. 
 
Table 1 Relative error norms for the patch test 

Test Grids Method Edisp Eenergy 

PG-NE 1.30E-16 1.32E-15
BG-NE 9.78E-3 3.72E-2 A 
CS-FE 1.02E-16 0.00E-0 
PG-NE 1.43E-16 9.14E-16
BG-NE 1.76E-2 6.53E-2 

Test 1 

B 
CS-FE 8.89E-17 1.05E-16
PG-NE 2.48E-15 1.08E-14
BG-NE 1.40E-2 4.76E-2 A 
CS-FE 1.56E-15 7.22E-15
PG-NE 3.45E-16 1.42E-15
BG-NE 2.39E-2 4.15E-2 

Test 2 

B 
CS-FE 3.03E-16 9.38E-16

 
이상의 조각시험 결과에서 수치적분 오차를 내

포하고 있는 BG-NE 법과는 달리 델라우니 삼각형 
기반의 시험 형상함수를 구성한 PG-NE 법에서는 
적분오차가 거의 발생하지 않는다는 것을 충분히 
확인할 수 있다.  

 

5. 결 론 

이전의 Sibson 또는 Laplace 보간기법을 채용한 
BG-NE 법은 MLS, RKPM 등의 근사기법의 단점을 
보완할 수 있는 형상함수 자체의 우수한 성능 – 
보간 특성, 불규칙한 절점배치에 대한 강인한 함
수구성, 적분 배경격자의 자동적인 생성 – 에도 
불구하고 수치적분과정에서 상당한 오차를 유발하

여 조각시험을 통과하지 못할 뿐만 아니라 해석오

차의 점근적 수렴(asymptotic convergence)을 보장하

지 못하는 경우가 발생하기도 하였다. 이러한 BG-
NE 법의 단점을 보완하기 위한 방안으로 델라우

니 삼각형 기반의 시험 형상함수를 도입하여 적분

함수와 적분영역 경계의 불일치로 인한 적분오차

의 발생을 최대한 억제시킬 수 있게 하였으며, 시
도 형상함수의 구성은 BG-NE 법과 동일하게 
Laplace 보간기법을 적용하였다. 시험함수에 이용

되는 델라우니 삼각형 기반의 형상함수는 일반적

인 CS-FE 의 형상함수와 동일하며, Laplace 보간함

수의 구성과정에서 델라우니 삼각형 정보는 이미 
알려져 있으므로 시험 형상함수 적용을 위한 부가

적인 계산비용은 거의 발생하지 않게 된다. PG-NE

법의 개념은 Dolbow 와 Belytschko(9)가 EFG 에서 
수치적분 정도를 향상시키기 위해 제시한 경계상

자기법의 기본 개념과 동일한 배경에서 출발하지

만, 미리 정해진 적분영역인 델라우니 삼각형의 
경계와 일치하는 시험 형상함수를 구성함으로써 
적분영역 내부에서만 적분함수가 정의되도록 하기 
때문에 방법상으로는 상반된 접근법이라 볼 수 있
다. 
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