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Estimation of a Bivariate Exponential Distribution with a Location Parameter

홍연웅1·권용만2 1)

Abstract

This paper considers the problem of estimating paramaters of the bivariate exponential
distribution with a loaction parameter for a two-component shared parallel system using
component data from system-level life test terminated at the time of the prespecified
number of system failure. In the system-level life testing, there are three patterns of failure
types; 1) both component failed 2) both component censored 3) one is failed and the other
is censored. In the third case, we assume that the failure time might be known or
unknown. The maximum likelihood estimators are obtained for the case of known/unknown
failure time when the other component is censored.

1. 서론

두 개의 부품을 가지는 병렬체계에서 한 부품이 고장나면 고장난 부품이 분담하던 부하가 정상

부품에 전가되어 정상부품의 고장률에 영향을 주는데 이러한 병렬체계를 부하분배체계라한다. 이

중부품 부하분배체계의 상호종속적인 부품의 수명을 나타내는 확률모형에는 여러 가지가 있겠지만

홍연웅(1998)은 Freund(1961)의 모형을 확장하여 식(1)과 같은 위치모수를 가지는 이변량지수분포로

모형화하였다. 순간고장률이 각각 와 이며 서로 독립인 지수분포를 따르는 두 부품 1과 2가 병

렬구조를 이루는 체계에서 부품1이 x에서 먼저 고장나는 순간 부품2는 부품1이 분담하던 부하를

이전받아 순간고장률이 에서 '으로 변화하는 한편, 부품2가 y에서 먼저 고장나면 부품1의 순간

고장률도 에서 '으로 변화하는 경우에 두 개의 부품이 동시에 고장날 확률을 0이라 가정하면

결합수명분포는 다음과 같다.

f (x , y ) = {
' e - ' ( y - ) - ( + - ' ) (x - ) , for <x <y

' e - ' ( x - ) - ( + - ' ) (y - ) , for <y <x
(1)

홍연웅은 위의 모형을 제안하고 통계적 성질 등을 밝혔다. Kunchur와 Munoli (1994)는 두 부품의

수명이 모형(1)에서 = 0인 경우에 체계신뢰도에 대한 최소분산불편추정량을 구하였다. 그 외에
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도 = 0인 경우의 Freund모형을 적용한 연구에는 Weier(1981), Hanagal과 Kale(1992), Hanagal(1996)

등이 있지만 이들은 부품의 수명자료가 완전히 얻어지는 경우에 적용한 것이다.

그러나 현실적으로 정상수명시험을 실시하는 경우에도 예정된 시험 시간 내에 모두 고장나지

않으면 자료의 수가 적어지고, 시험시간을 연장하면 검사비용이 증가하게 된다. 이러한 문제점을

극복하기 위하여 실험현장에서는 중도에 시험을 중단하는 등의 방법을 많이 사용한다.

본 연구에서는 위치모수를 가지는 이변량지수분포 (1)을 따르는 n 개의 부하분배체계를 수명시

험하여 미리 정해진 수의 체계에서 고장이 발생하면 시험을 종결하고 이때까지 얻어진 부품의 수

명자료를 이용하여 모형의 모수에 대한 최우추정량을 구한다. 여기서 강조할 사항은 시험단위가

체계이지만 얻어지는 수명자료는 부품의 것이라는 점이다. 체계가 고장이면 각 부품의 수명은 관

측가능하며, 한 부품만 고장이면서 관측 중단된 체계는 부품의 수명이 관측 가능한 경우와 불가능

한 경우로 나누어 생각한다. 본 연구에서 사용되어질 부호에 대한 설명은 다음과 같다.

n :표본의크기(체계의수)

x :부품1의고장시각

y :부품2의고장시각

z r : n개의체계가운데 r 번째체계의고장시점, r = 1, 2 , , n

C 1 , C2 :수명이관측중단되는부품 1및2의집합

D 1 , D 2 : z r 이전에고장나는부품 1및2의집합

D 12 :부품1이부품2 보다먼저고장나며수명이관측되는부품의집합,

D 21 :부품2가부품1보다먼저고장나며수명이관측되는부품의집합,

r 1 : C1 D 2 의원소의개수

r 2 : C2 D 1 의원소의개수

r 3 : C1 C2 의원소의개수

d i , d ij : D i 및 D ij 의원소의개수, i , j =1, 2

2. 수명데이터의 유형 및 추정

2.1 관측중단 데이터의 유형

체계의 수명은 두 개의 부품이 모두 고장나는 시점인 max (X , Y)이다. 적어도 하나의 부품이 시

험종결시점까지 작동하면 체계는 정상이므로 외형적으로 두 부품 모두 정상인 체계와 한 부품만

고장인 체계는 구분되지 않는다. 고장난 부품을 교체하지 않는다는 가정하에 체계의 수명을 기준

으로 고장상태와 비고장상태를 구분하면 두 부품 모두 고장난 경우와 적어도 한 부품이 작동하는

90



Estimation of a Bivariate Exponential Distribution with a Location Parameter

경우의 두 가지로만 구분되어 관찰은 단순화될 수 있지만 데이터의 해석이 용이하지 않다. 그렇다

고 조립되기 전의 부품단위에서 수명시험을 실시할 경우, 얻어진 데이터에는 부품수명 사이의 상

호종속성이 반영되어있지 않으므로 부하의 이전이 모수에 미치는 영향을 설명할 수 없다. 결국 체

계단위의 실험을 실시하되 구성부품의 수명시간도 관측되어지는 것이 바람직하다고 사료된다.

두 부품의 결합수명분포가 모형(1)을 따르는 n 개의 체계를 수명시험하여 r 개의 체계에서 고장

이 발생하면 시험을 종결하는 상황을 고려해보자. 고장난 부품을 교체하지 않을 경우 부품의 고장

시점과 수명시험의 종결시점을 비교하여 발생가능한 데이터의 유형을 분류하면 <그림 1>과 같이

다섯 종류가 있다. 즉, 두 부품이 모두 고장나면서 부품1이 부품2 보다 먼저 고장나는 경우( D 12 )

와 그 반대인 경우( D 21 ), 부품1은 고장이나 부품2가 시험의 종결시점에서 작동하는 경우( C2 D 1 )

와 그 반대의 경우( C1 D 2 ), 그리고 두 부품 모두 생존하는 경우( C1 C2 )이다. 여기서 체계가 고

장인 경우에 두 부품의 수명을 알 수 있다고 가정하며, 체계를 구성하는 두 부품 가운데 하나의

부품만 고장인 경우에는 그 부품의 수명을 알 수 있는 경우와 알 수 없는 경우가 있다고 가정한다.

( x
y )

x
y

x
y

x
|

|
y

|
|

| >
z r 시간

<그림 1> 불완전 데이터의 유형

2.2 최우추정량

수명시험이 종료된 n 개의 체계에는 하나의 부품만 고장인 체계가 포함될 수 있으며, 이러한 체

계는 기능적으로 정상이지만 체계의 구조에 따라서는 i) 고장난 부품의 수명측정이 가능한 경우,

ii) 고장사실은 알 수 있지만 수명측정이 불가능한 경우, iii) 부품의 고장사실조차 알 수 없는 경우

의 세 가지로 구분할 수 있다. 본 연구에서는 i)과 ii)만 다룬다.
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2.2.1 한 부품만 고장난 체계의 부품수명을 알 수 있는 경우

수명시험의 종결시점 z r과 체계를 구성하는 부품의 수명을 비교하면 두 부품이 모두 고장인 체

계부터 한 부품도 고장이 발생하지 않은 체계까지 다섯 유형의 데이타가 얻어질 수 있으며, 각 경

우에 대하여 우도함수를 구하면 다음과 같다.

(a) <x <y <z r 일 경우:

부품 1과 2의 고장률은 에서 x 까지 각각 와 를 가지고, 부품 1이 x 시점에서 고장나면 x

에서 y 까지 부품 2의 고장률은 ' 이다. 따라서 하나의 체계에 대하여 이러한 사건이 발생할 확

률밀도는

ex p ( - (x - ) ) exp ( - (x - )) ' ex p ( - ' (y - x) )

= ' exp {- ( + - ' ) (x - ) - ' (y - ) }

이고 고장난 d 12 개의 체계에서 관측된 부품의 고장데이타에 대한 우도함수는

L a = ( ' ) d 12 exp { - ( + - ' )
i D 1 2

(x i - ) - '
i D 1 2

(y i - ) } (2)

이다.

(b) <y <x <z r 일 경우:

경우 (a)와 같은 방법으로 d 2 1 개의 체계의 고장데이타에 대한 우도함수는 다음과 같다.

L b = ( ' ) d 2 1 exp { - ( + - ' )
i D 2 1

(y i - ) - '
i D 2 1

(x i - ) } (3)

(c) <x <z r <y 일 경우:

부품1의 고장시간은 관측되고 부품2가 관측중단되는 r 2 개의 체계에서 얻어진 데이터에 대한

우도함수는 다음과 같다.

L c =
r 2 ex p { - ( + - ' )

i C2 D 1

x i - ' r 2 ( z r - ) } (4)

(d) <y <z r <x 일 경우:

경우 (c)와 같은 방법으로 r 1 개의 체계에서 얻어진 데이터에 대한 우도함수는 다음과 같다.
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L d = r 1 ex p { - ( + - ' )
i C1 D 2

(y i - ) - ' r 1 ( z r - ) } (5)

(e) <z r <x , y 일 경우:

두 부품 모두 관측중단되는 경우의 우도함수는 다음과 같음을 알 수 있다.

L e = ex p {- ( + ) r 3 ( z r - )} (6)

n 개의 체계를 수명시험하여 얻어진 제2종 관측중단된 데이터에 대한 대수우도함수는 식(2)부터

식(6)까지 대수변환하고 합하면 다음과 같음을 알 수 있고

ln L = ( d 12 + r 2) ln + ( d 21 + r 1) ln + d 21 ln ' + d 12 ln '

- ( + ) {
i D 1 2

(x i - ) +
i D 2 1

(y i - ) +
i C2 D 1

(x i - ) +
i C1 D 2

(y i - ) + r 3 ( z r - )}

+ ' {
i D 2 1

(y i - ) -
i D 2 1

(x i - ) +
i C1 D 2

(y i - ) - r 1 ( z r - )}

+ ' {
i D 1 2

(x i - ) -
i D 1 2

(y i - ) +
i C2 D 1

(x i - ) - r 2 ( z r - )}
(7)

식(7)로부터 모수의 최우추정량을 구하면 다음과 같다.

= m in m in (x i , y i) (8a)

=
d 12 + r 2

i D 1 2 D 21

( m in (x i , y i) - ) +
i C2 D 1

(x i - ) +
i C1 D 2

(y i - ) + r 3 ( z r - )
(8b)

=
d 21 + r 1

i D 1 2 D 21

( m in (x i , y i) - ) +
i C2 D 1

(x i - ) +
i C1 D 2

(y i - ) + r 3 ( z r - )
(8c)

' =
d 21

i D 2 1

(x i - y i) -
i C1 D 2

(y i - ) + r 1 ( z r - )
(8d)

' =
d 12

i D 1 2

(y i - x i) -
i C2 D 1

(x i - ) + r 2 ( z r - )
(8e)

식(7)에서 부품1이 부품2보다 먼저 고장나는 사건이 없으면( d 12 = 0 ) 부품 2의 순간고장률이 '

으로 변화하지 않으므로( ln L 은 '의 함수가 아님) '을 추정할 수 없으며, d 21 = 0 이면 ln L 은

'의 함수가 아니므로 '을 추정할 수 없다. 모든 체계가 완전히 고장나는 경우의 최우추정량은

식(8)에 r 1 = r 2 = r 3 = 0 및 C 1 D 2 = C2 D 1 = 를 대입하여 얻을 수 있다. Hanagal과

Kale(1992)은 완전한 데이타가 얻어지는 경우 네 가지 모수의 최우추정량의 완비충분성이나 점근적
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독립성 및 정규성을 밝힌 바 있는데 이러한 성질은 식(8)에 대해서도 성립함을 알 수 있다.

2.2.2 한 부품만 고장난 체계의 부품수명을 알 수 없는 경우

시험의 종결시점까지 하나의 부품에서만 고장난 체계의 경우, 부품의 고장 사실은 알 수 있으나

고장시간은 관측이 불가능하다고 하자. 이 경우에 고장난 부품의 수명을 처리하는 방법에 따라서

추정결과가 상이하게 나타날 수 있는데 본 연구에서는 z r 의 일정비율시점에서 고장났다고 가정한

다. <x <z r <y 일 때 x = p 1z r (0 p 1 1) 이라 하면 식(4)는

L c ' =
r 2 exp {- ( + - ' ) r 2p 1 ( z r - ) - ' r 2 ( z r - )} (9)

이 된다. 또한 <y <z r <x 일 때 y = p 2z r (0 p 2 1) 이라하면 식(5)는

L d ' = r 1 ex p {- ( + - ' ) r 1p 2 ( z r - ) - ' r 1 ( z r - )} (10)

이 되고 대수우도함수는 식(2), (3), (6)과 (9), (10)으로부터 다음과 같다.

ln L = ( d 12 + r 2) ln + ( d 21 + r 1) ln + d 21 ln ' + d 12 ln '

- ( + ) (
i D 1 2

(x i - ) +
i D 2 1

(y i - ) + r 2p 1 ( z r - ) + r 1 p 2 ( z r - ) + r 3 ( z r - ))

+ ' (
i D 2 1

(y i - ) -
i D 2 1

(x i - ) + r 1p 2 ( z r - ) - r 1 ( z r - ))

+ ' (
i D 1 2

(x i - ) -
i D 1 2

(y i - ) + r 2p 1 ( z r - ) - r 2 ( z r - ))
(11)

식 (11)로부터 모수의 최우추정량을 구하면 다음과 같다.

= m in m in (x i , y i) (12a)

=
d 12 + r 2

i D 1 2 D 21

( m in (x i , y i) - ) + ( r 2p 1 + r 1p 2 + r 3 )( z r - )
(12b)

=
d 21 + r 1

i D 1 2 D 21

( m in (x i ,y i) - ) + ( r 2 p 1 + r 1p 2 + r 3 )( z r - )
(12c)

' =
d 21

i D 2 1

(x i - y i) + ( 1 - p 2) r 1( z r - )
(12d)

' =
d 12

i D 1 2

(y i - x i) + ( 1 - p 1) r 2( z r - )
(12e)
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4. 결론

본 연구에서는 위치모수를 가지는 이변량 지수분포를 따르는 이변량수명자료가 체계수명을 기

준으로 제2종 관측중단되어 얻어질 경우 모형의 모수에 대한 최우추정량을 한 부품만 고장인 체계

의 고장부품수명을 아는 경우와 모르는 경우로 나누어 구하였다. 또한 부품의 고장사실만 알고 고

장시간을 몰라도 관측중단시각의 일정비율 시점에서 고장났다고 가정하고 최우추정량을 구하였다.

본 연구는 제2종 관측중단된 자료를 대상으로 추정하였지만 제1종관측중단 등 다양한 형태의

자료에 대하여도 쉽게 확장할 수 있을 것이다. 또한, 이중부품부하분배체계의 수명은 max(X,Y)이므

로 이에 대한 자료만 얻어질 때 모수를 추정하는 문제와 부하분배체계의 가속수명시험자료를 분석

하는 문제는 향후의 과제로 남겨둔다.
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