
서론I.

본 논문에서 언급하고자하는 할당 알auction

고리즘 확장은[1] Bertsekas 에서 언급하였듯[2, 3]

이 최소비용 흐름 문제에 관한 것이다 선형 망.

흐름 문제를 해결하기 위한 전통적 알고리즘은

원시비용 개선 방법이며 단순 싸이클 흐름을 이,

동시킴으로서 원시비용을 반복적으로 개선한다.

즉 동일한 양으로 노드의 부분집합 값을 변화시,

킴으로서 이중 비용을 반복적으로 개선하여 최소

비용 흐름 문제를 해결하고자하는 것인데 이것을

이중상승 법 이라 한다(dual ascent) .

본 논문은 알고리즘이 각각의 반복에서auction

분산계산을 하는 개체와 초기의 대상 가격을 선

택하기 위하여 동일한 문제에 적용될 때 개체는,

ε 이완법의 일반적인 형태에서 획득된다- [4, 5] .

최소비용 흐름 문제를 알고리즘의 전형auction

적 반복에 의하여 개선할 수 있으며 또한 최소비,

용 흐름 문제의 특별한 경우로서 각 노드를 할당

하는 수학적 등가 할당과 ε 이완법을 도출하여-

적용함으로서 최소비용 흐름 문제를 해결하는

알고리즘을 구현하였다auction .

원시 알고리즘의 할당 문제II. Auction

전통적인 대칭 할당 문제에서는 대 방식으로1 1
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요약

최소비용 선형 망 흐름 문제가 동등한 할당 문제로 변환될 수 있으며 또한 선형 망 흐름 문제를,

해결하기 위한 전통적 방법은 단순 싸이클 흐름을 변환시킴으로서 원시 비용을 개선하는 방법이다.

알고리즘이 각각의 반복에서 분산계산을 제시하는 개체와 초기의 대상 가격을 선택하기Auction

위하여 몇 개의 특별한 법칙과 함께 동일한 문제에 적용이 될 때 개체는, ε 이완법의 형태에서 획-

득할 수 있다.

본 논문은 할당 문제를 해결하기 위한 방법으로 최소비용 흐름 문제를 일반화 시켜 전형적인 반,

복에 최소비용 흐름 문제 수학적 등가에 의한 최소비용 흐름 문제를 연구하였고 최소비용 흐름 측, ,

면에서 수송문제의 확장과 ε 이완법을 도출하여 이를 설계에 응용하고자 하였다- PCB .



연결해야 하므로 n개체와 n대상이 있어야한다 대.

상 j와 개체 i를 결합하기 위한 이득 aij가 있을

때 총 이득을 최적화 하기 위해서는 개체에 대상

을 할당하는 것이 필요하다 연결될 수 있는 한.

쌍의 집합(i, j 을 두며 개체) , i에 대해서, i와 결합

시킬 수 있는 집합을 Α(i 로서 표시한다) .

Α(i) = {j (｜ i,j)｜∈Α} (1)

그리고 각 대상에 대해서, j를 연결시킬 수 있는

개체의 집합을 B(j 로서 표시한다) .

Β(j) = { i (｜ i,j)｜∈Α} (2)

알고리즘에서 각 개체를 할당하기 위Auction

해서는 반복적으로 실행하여야하며 각 반복 시,

상보성 조건을 충족하여야하며 개체(CS) , i에 대한

대상 j의 가치는 aij - pj이다 상보성 조건은 다음.

과 같다.

a ij- p ji=
max
j∈A(i)

{ a ij - p j } (3)

만일 모든 개체가 할당된다면 알고리즘은 종료하,

고 그렇지 않으면 할당되지 않은 개체 의 비어, i

있지 않은 부분집합 가 선정되고 알고, auctionΙ

리즘의 전형적인 반복이 실행된다. i를 P의 종단

노드에 둘 때 전형적 반복은 그림 과 같다1 .
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그림 알고리즘의 전형적 반복1 : Auction

알고리즘의 최소비용 흐름 문제III. Auction

선형 최소비용 흐름 문제에 대한 알고auction

리즘을 논의하고자 한다 노드 과 원호.[6, 7] N A

에 제시된 그래프를 제공하며 각 원호 에 대해, (i,j)

서 최적화 변수 xij를 원호의 흐름 이라 부른다(i,j) .

흐름 벡타 {xij | (i,j) ε 는 로 표시한다 최A} x .

소비용 흐름 문제는(Minimum Cost Flow; MCF)

다음을 고려하여야 한다.

minimize ∑
( i, j)∈A

a ijx ij (MCF)

최소비용 흐름 문제에 의해서

∑
｛j | ( i, j)∈A｝

x ij- ∑
｛j｜( j, i)∈A｝

x ji=s i, ∀i ∈ N (4)

b ij≤ x ij≤ c ij, ∀(i,j)∈A (5)

여기에서 aij, bij, cij, si는 정수로 주어지며, aij는

비용계수이고, xij는 각 원호 에 대한 최적화(i, j)

변수이고, bij는 흐름 경계이다. cij는 각 원호(i, j)

의 실행 가능한 흐름 범위이다 문제는 제약조건.

식 과 식 를 충족시키는 흐름 벡타가 존재( ; 4) ( ; 5)

한다면 실행 가능하다고 말할 수 있고 그렇지 않,

으면 실행 불가능하다고 말할 수 있다.

문제는 다음식 ∑
j∈A(i)

x ij = αi, ∀ i = 1,..,m

∑
i∈B(j)

x ij = β j, ∀ j = 1,..,n,

0 ≤ x ij, ∀(i,j)∈A. 여기에서( αi와β j는 양의 정

수이다 에 의하여 그려진 그림 와 같이 등가 수송문.) 2

제를 바꿀 수 있다 따라서 최소 비용 흐름 측면에서.

수송 문제 할당을 이용하면 다음과 같다 그auction/ .

림 의 등가 수송 문제에 관하여 원호 에 대응2 , (i,j)

의 가격을sink λij로 표시하고 노드 에서 원시 대응, i

이익을 pi로 표시하자 가격이 증가함으로 원시. sink

대응 이익 πi 식( π i=
max
j∈A(i)

{ a ij-pj 에 의해})

최대에서 최소로 변환하기 위한 계산은( -aij에

의하여 aij로 대체시킨다 다음과 같은 식이 된.)

다.

pi+λij≥0, pj+λij ≥-aij, for all (i,j)∈A (6)

즉 을통하여두개의수송원호 와, auction (j, (i,j)) (i, (i,j))

함께 원호 이 대응되는 에 대한 총 들어오는 흐름(i,j) sink

은 최초의 에있어서수요pi cij - bij와같다 이것은최초.

λ ij에서 λ ij = min{-pi, -pj - aij 선택에 의해서} ε

조건이유지되는동안실행이가능하고-CS , ε 조건-CS

의 감소에 의한식( π i+p j ≤a ij+ε, ∀(i,j)∈A with c ij >0 에의해)

다음과같은식이 나온다.

pi+λ ij ≤ε for all (i,j)∈A with x ij <c ij (7a)

pj+λij ≤-aij+ε for all (i,j)∈A with b ij < x ij

(7b)

식 과 식 에서( 6) ( 7a) p j+a ij ≥-λ ij ≥pi-ε

if x ij <c ij를 얻으며 다음과 같다, .

pi-pj ≤aij+ε for all (i,j)∈A with x ij < c ij

(8a)



식 과 식 로부터( 6) ( 7b) pi ≥ -λ ij ≥ a ij+p j-ε

if b ij <x ij 를 얻으며 다음 식을 구할 수 있다, .

p i-p j ≥a ij-ε for all (i,j)∈A with b ij < x ij (8b)
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그림 수송 문제에서 최소 비용 흐름 문제의2 :

변형

만약 가 원호 흐름 범위 식 와 식 와x ( ; 5) ( ; 8a)

식 를 충족한다면 흐름 가격 쌍 는( ; 8b) - (x,p) ε-

상보성( ε 를 충족하며 다음과 같은 명제로-CS) ,

나타낼 수 있다.

명제 : 만일 가 실행 가능하다면 가격 벡타x p

에 대하여 쌍 는(x,p) ε 과 함께<1/N ε 를 충-CS

족시킨다 은 노드의 수이다 따라서 는 최소(N ). x

비용 흐름 문제에서 최적화 된다 최소 비용 흐).

름 문제에 대한 알고리즘을 전개하기 위auction

하여 등가 수송문제 그리고 비슷한 대상과 개체,

와 관련하여 알고리즘으로부터 동기를auction

유도할 수 있다.

정의 1 ; 원호 는(i,j) pi =pj+aij+ε, xij < cij일 때

ε+-unblock라고 말할 수 있다.

원호 는(j,i) p i =p j-a ji+ε, b ji < x ji일 때ε--unblock 라고

말할 수 있다.

로 표시한 노드 의 는pi i push list ε--unblock한

원호 이고(j,i) ε+-unblock한 원호 이다(i,j) .

정의 2 ; 노드 의i push list pi의 원호 또(i,j) [

는 원호 에 있어서(j,i)] 0< cδ≤ ij-xij (0<δ≤

xji-bji 각각 과 같은 스칼라, ) δ를 두자 변하지.

않는 가격 벡타는 물론 모든 다른 흐름을 남겨두

는 한편 원호 또는 에 대한 노드 에서, (i,j) [ (j,i)] i

의 는 에 의한-pushδ δ 흐름을 xij를 증가로 이루

어져 있다.

정의 3 : 비어 있지않은 가격상승 즉, node Ι

의 정밀한 부분집합 흐름 벡타 와(I 0, I N) x≠ ≠

에 속하지 않는 노드의 변하지 않는 가격으로Ι

구성되어 있고 주어진 총계 에 의해 에서 노, γ Ι

드의 가격을 증가시키는 것으로 구성되어 있다.

γ ={ min｛S
+∪ S-｝, if S+∪ S- ≠ 0,

0, if S+ ∪ S-= 0, } (9)
Ṣ+와 Ṣ-는 스칼라 양으로 주어진다.

S+=｛pj+aij+ε-pi｜(i,j)∈A such

that i ∈I, j ∉I, x ij < c ij｝ (10)

S-=｛pj-a ji+ε-pi｜(j,i)∈A such

that i ∈I, j ∉I, x ji > b ji｝ (11)

가격 상승이 ε 를 유지한다는 것을 정의를-CS

이용하여 증명할 수 있다.

수학적 등가에 의한 최소비용 흐름 문제IV.

상위 경계와 하위 경계 원호 흐름과 함께 최

소 비용 흐름을 고려하므로 노드, N과 원호 A의

집합에 의해 유향 그래프를 생성할 수 있다 각각.

원호(i, j 는 흐름) xij를 이동시킨다. x에 의해서 흐

름 벡타{xij|(i, j) ∈ A 를 기술한다} . aij, cij와 si에

정수가 주어졌을 최소비용 흐름 문제를 고려해야

하며 최소비용 흐름 식에 의하여 다음의 식으로,

나타낼 수 있다.

∑
{ j|(i,j)∈A}

x ij - ∑
{ j|( j,i)∈A}

x ji=s i, ∀ i ∈N (12)

0≤x ij≤c ij, ∀(i,j)∈A (13)

아래와 같은 두개 장치 수단에 의해서 비슷한

개체들을 가지고 있는 수송 문제를 할당 문제로

변환하는 것은 가능하며 그림 와 같이 나타낼, 3

수 있다.

각 노드 수송의 원시(a) / i대신에 비슷한 개체

si+∑ { j|(j,i)∈A}c ji을 생성한다.

수송 문제의 각 원호(b) /sink(i, j 대하여 이중)

대상 cij을 생성한다 원호. (i, j 와 일치하는 이중)

대상 중에서 어떤 것에 노드 i와 일치하는 유사계

급 속에 있는 개체들을 할당하기 위한 이득은 영

이며 그리고 원호, (j, i 와 일치하는 이중 대상의)

어떤 것들에 노드 i와 일치하는 유사계급에 있는

개체들을 할당하기 위한 이득은 aji이다.

즉 에 의해서 이득 벡타와 에 의해서 동일 할, π λ

당 문제의 가격 벡타를 기술하자 주어진. ε 을> 0

위하여 이 문제에 대한, -coupled quadrupletε

( ,π p,S,S‾ 고찰해 보자 그런 다음에) . S‾는 동일 수

송 문제를 위하여 흐름 벡타(y,z 를 독특하게 정)

의하고자한다 동일 할당 문제에서 각각의 대상들.



에 대하여 S‾

속에는 유일

한 쌍이 존재

하기 때문에,

각각의 원호

(i, j 를 가지고 있으며 다음과 같이 표시할 수) ,

있다.

yi(i,j)+zj(i,j)=cij

그림 최소비용 흐름 문제의 예와 그것의 동일3 :

한 수송문제와 할당문제의 일치

그래서 S‾는 관계를 통해서 각각의 원호(i, j 의)

남겨진 용량 cij - xij 와 흐름 벡타 xij를 정의하

며 다음과 같이 표시할 수 있다, .

xij=yi( i,j), c ij-xij=z j( i,j)

노드 i에 일치하는 모든 개체들의 이득은 동일

하며, j의 유사계급에 있는 개체들과 같이 쌍을

이룬 대상들은 가격 aij - πj를 가진다 조건. -CSε

을 이용하여 다음 식을 얻는다.

π j-π i≥a ij-ε if y i( i, j)>0 (14)

π i+a ij-π j≥-ε if z j( i, j)>0 (15)

에 대한 식 와 는 다-coupled quadruplet (14) (15)ε

음과 같이 표기된다.

pi≥aij+pj-ε for all (i,j)∈A with x ij>0 (16)

pi≤aij+pj+ε for all (i,j)∈A with x ij<0 (17)

위 식들은 이완법과 관련하여 최소 비용 흐름-ε

문제에 대한 조건들이다-CS .[2, 3]ε

최소비용 흐름 문제를 위한V. ε 이완법-

의 도출

일반적 알고리즘의 가격 상승작용은 여러 개

의 노드를 포함할 수 있다 오직 하나의 노드가.

가격 상승을 요구하는 것은 에서Bertsekas[3, 8]

처음 제안하였다.

ε의 고정된 양의 값을 이용하며, ε 를 충-CS

족시키는 쌍 로 시작한다 더욱이 원호 흐름(x,p) .

의 시작은 정수이다 전형적인 반복의 시작에서.

ε 를 충족시키는 흐름 가격 벡타 쌍 를-CS - (x,p)

가진고, gi 과 노드 를 선택한다 만약 어떠> 0 i .

한 노드도 발견되지 않는다면 알고리즘은 종료한

다 반복하는 동안 노드 에 속하는 여러번의. i δ

와 가격 상승을 실행한다-push .

ε-이완법에 의한 전형적 반복은 다음과 같다.

gi 과 함께 노드 를 선택하자 만약 어떠한> 0 i .

노드도 존재하지 않는다면 알고리즘은 종료한다;

그렇지 않으면 단계 로 가라1 .

단계 1 노드 의 가 비어있다면: i push list ,

단계 으로 가라 그렇지 않으면 의 에3 ; i push list

서 원호를 선택하고 단계 로 가라, 2

단계 2 를 원호 의 종단 노드라고 가정하: j a -

자 그리고 그것이 와 반대라고 하자, i .

δ = { min｛g i,cij-c ij｝ if a=(i,j),min｛g i,x ji-b ji｝ if a=(j,i). } (18)

원호 에서 의 를 실행한다 만약 이것a i push list .

을 적용한 결과로 gi 이 된다면 단계 으로 가=0 3

라 그렇지 않으면 단계 로 가라; 1

단계 3 노드 의 가격 상승을 실행하라 만: i .

약 gi 이라면 종료하라 그렇지 않으면 단계 로=0 ; 1

가라

알고리즘의 최소 비용 흐름 문제는Auction

두개의 이득과 가격들을 적용하여, -coupledε

quadruplet( ,π p,S,S‾ 와 함께 시작하며 그것을 유지) ,

한다 수학적 등가에 기초를 둔 최소 비용 흐름 알. ,

고리즘은 식 와 을 만족시키는 흐름-CS (16) (17) -ε

가격 쌍(x, p 과 함께 시작하고 이를 유지한다) .

반복은Auction S‾의 어떤 쌍에도 포함이 되

지 않은 몇몇 개체들을 포함하고 있는 유사계급

M을 찾아내는 것으로 시작한다.

∑
{ j|(i,j)∈A}

y i( i,j)+ ∑
{ j|(j,i)∈A}

z i( j,i) , s i+ ∑
{ j|(j,i)∈A}

c ji

위에서 두 개의 양들이 다른 것은 노드 i의 나

머지이며 다음 정의의 관점에서, gi로 표시하며,

다음과 같이 표현할 수 있다.

y i( i,j)=x ij, z i( j,i)=c ji-x ji

g i= ∑
{ j|(j,i)∈A}

x ji- ∑
{ j|(i,j)∈A}

x ij+s i

알고리즘 에서 각Auction , (M 반복은-auction)

양수이며 나머지, gi과 함께 노드 i에 일치하는

유사계급 M에 의한 분산계산을 포함한다는 것을

알 수 있다 알고리즘의 법칙에 의하여. Auction ,

Original Min Cost Flow Problem
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노드 i는 아래와 같아야 한다.

노드(a) i의 가치는 부대 적인 원호에 일치하

는 대상의 등급을 메겨라.

노드(b) i의 나머지를 만족시키는 충분한 수

를 선택하라

노드(c) i의 최고 대상 을 뺀 이득까지 이득ε

πi을 동일하게 감소시키는 대상을 위하여 적절한

가격 상승을 시킨다.

노드(d) i가 정확하게 하나의 대상마다 하나

의 쌍을 포함하기 위해서 집합 S‾를 조정하여야

한다.

최소 비용 흐름 문제에서 반복하는 노드, i는

일치하는 대상 값에 의하여 나가는 원호(i, j 와)

들어오는 원호(j, i 의 순서를 정해야만 한다 또) .

한 수학적 등가 할당 문제에 적용된 전형적인,

반복은 다음과 같다M-Auction .

단계 부수적인 원호의 주사1: ( ) ε
+
-unblocked

된 원호의 a(i, j 원호 을 선택하고 단계 로 가) , 2

고 또는, ε
-

된 원호-unblocked (j, i 을 선택하고) ,

단계 으로 간다 만약 이러한 원호가 발견될 수3 .

가 없다면 단계 로 간다, 4 .

단계 이전의 원호2: ( (i, j 에 따른 흐름의 확)

장) δ = min {g i, c ij-x ij} 만큼 x ij를 증가시킨

다 만약 지금. gi 과= 0 xij < cij라면 멈추고 그:

렇지 않으면 단계 로 가라1 .

단계 이후의 원호3: ( (j, i 에 따른 흐름의 확)

장) δ = min {g i, x ji} 만큼 xji를 줄이시오 만약.

gi 과= 0 bji < xji 이라면 멈추고 그렇지 않다면:

단계 로 가라1 .

단계 노드4: ( i의 가격 증가)

min {{pj+aij+ε |(i,j)∈A and xij<cij},

{pj-aij+ε |(j,i)∈A and bji<xji}}단계까지 pi를

증가시킨다.

위와 같이 수학적 등가 할당 문제에 적용된

전형적인 반복과M-Auction ε-이완법에 의한 전

형적 반복에 의하여 최소비용 흐름 문제를 해결

하여 최단경로에 의한 최소비용으로 회로를PCB

설계하고자 한다.

결론VI.

선형 망 흐름 문제의 변화에 대하여 많은 연

구가 진행되어 왔다 알고리즘을 확장하. Auction

고 적용하기 위한 방법으로 첫째 최단 경로와 최

단 경로 개선 방법과 둘째 최소 비용과 최소 비

용 개선 방법을 동일점에 배치하기 위하여 더 많,

은 연구에 의하여 알고리즘의 성능을 향auction

상 시키고자한다.

본 논문에서 논의된 알고리즘은 최단auction

경로에 의한 최소 면적을 구하므로 궁극적으로

최소비용으로 회로 설계에 적용하면 적은PCB

비용으로 시스템 성능을 향상시킬 것으로 기대되

며 연구 방법은 첫째 주어진 모든 개체가 대상에,

할당될 때까지 축소경로와 확장경로를 반복하여

총 이득을 최적화 하는 할당에 의한 방법이며 둘,

째 각 원호 에 대해서 최적화 변수(i,j) xij를 이용

하여 최소비용 흐름 문제를 연구하였고 셋째 상,

위경계와 하위경계 원호 흐름과 함께 수학적 등

가에 의한 최소비용과 이완법을 도출하여- PCBε

회로 설계에 적용하도록 하였다.
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