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Abstact

A bond graph modeling approach which is equivalent to a finite 
element method is formulated in the case of the piezoelectric 
thickness vibrator. This formulation suggests a new definition 
of the generalized displacements for a continuous system as well 
as the piezo이ectric thickness vibrator. The newly defined co- 
ordinates are illustrated to be easily interpreted physically and 
easily used in analysis of the system performance. The bond 
graph model offers the primary advantage of physical realizabil
ity and has a greater physical accuracy because of the use of 
multiport energic elements. While results are presented here for 
the thickness vibrator, the modeling method presented is gen
eral in scope and can be applied to arbitrary physical systems.

1 서론

압전 소자는 1900년대 초부터 초음파 발생기에 사용되어 왔으며, 그 

후 •工 옹용 분야가 초음파 모터 등으로 급속히 확장되어 가고 있다 

[1, 2]. 전통적으로 압전 소자는 연속체로 모델되어 왔고 주어진 경 

우에 대한 모델의 작성이 상당히 복잡하여서 제대로 모델을 작성하 

기 위해서는 상당한 시근｝을 투자해야 한다. 그러나 시스템 엔지니어 

가 한 부품의 모델 작성과 물리적 성 질을 이해하는데 많은 시간을 투 

자한다는 것은 용이하지 않다 [2]-
지금까지 초음파 발생기의 설계시에 사용되었던 접근 방식은 압 

전 현상을 잘 아는 엔지니어가 혼히 쓰이는 모양의 압전 구동기 소자 

에 대한 연속체 모델을 바탕으로 동등 전기 회로 모델올 만들어 제공 

하고 시스템 엔지니어는 작성된 모델을 전체 시스템의 동적 거동 해 

석에 이용하여 그 결과률 설계에 반영하는 식이었다. 이러한 동등 전 

기 회로 모델 접근 방식은 시스템 설계에 상당히 유용하나 가장 중요 

한 부분인 압전소자에 대한 물리적인 이해를 시스템 엔지니어가 갖기 

어렵다는 단점이 있다. 이러한 단점을 극복할 수 있는 방법은 유한 요 

소법을 이용하는 것이나 이 또한 기본적으로 연속체 모델과 유한 요 

소법에 대한 지식이 없이는 정확한 활용이 힘들 뿐 아니라 전기 시스 

템을 포함한 전체 시스템 해석에는 어려움을 주는 방법이다 [4].
복잡한 시스템 설계시 동적 거동 해석과 이해에 많은 도움을 주 

는 bond graph는 처음 발명될 때에 불연속체로 모델 가능한 시스템 

에 쉽게 적용할 수 있도록 고안되었다 [3]. 그■러나 bond gr히)hs는 

구조적으로 많은 정보를 쉽고 빠르게 전달할 뿐만 아니라 작성 모델 

의 물리적 타당성 여부를 쉽게 확인할 수 있어서, 연속체로 모델되는 

시스템에도 적용할 수 있는 방법이 모색되어 왔다. 연속체 모델로 부 

터 bond graph 모델을 이끌어 내는 방법에 대한 연구는 Masada와 

Ingrim에 의하여 처음 체계적으로 연구되어졌으나 이론 또한 매 

우 난해하여 bond graph를 깊이 연구하는 사람이 아니면 사용하기 

쉽지 않았다"5]. 본 논문에서 제시하고 있는 방법은 유한 요소법을 
에너지 활용亩으로 설명하여 bond graph롤 유도하는 방법으로 유한 

요소 이론을 알지 않더라도 쉽게 접근할 수 있을 뿐 아니라 전기 회 

로 소자의 bond graph 모델뿐만 아니 라 다양한 종류의 소자들에 대 

한 bond graph 모델과도 쉽게 연 결하여 사용할 수 있어 유용성 이 크 

다，

본 논문에서는 압전 소자 중 혼히 사용되는 두께방향 진동자를 

예로 들어 bond graph 모델 방법을 제시하고 그 성질을 살펴 본후 

이의 장단점을 알아보았다.

2 두께 방향 진동자

두께 방향 진동자는 자주 쓰이는 압전 소자의 한 사용 형태이다 [1, 孔 

압전 세라믹으로 만들어진 두께 방향 진동자는 그림 1에 보인 바와 

같이 얇은 판의 두께 방향 진동 모드를 이용하는 압전 소자를 의미한 

다. 먼저 2틀 두께 방향의 좌표라 하고, 를 Z 방향의 변위, 를 Z 
방향 전속 밀도, $3를 z 방향 normal strain, T3를 z 방향 normal 
stress라 하면 다음의 식이 성립한다.

丁3 =(長$3 - 互33刀3 , (1)
玖 ~ -^33^3 + /脊3^3 , (2)
% = £ ⑶ 

여기서 eg는 탄성 강성 계수(elastic stiffness), 加左는 압전 계수이 

고, 8*诛는 impermeability constant이다.

3 Bond Graph 모델
Bond graph 모델링은 에너지 접근 방식에 기초하여 다양한 물리적인 

시스템을 전기회로를 그리 둣이 도식적으로 표현하는 기법으로 [3], 
기본적인 구성 요소논, 전기 회로의 capacitor 또는 기계 요소의 스 

프링과 같은 C 소자와 기계적 질량이나 전기적 inductor에 해당하 

는 I 소자로 이루어지는 에너지 저장소자와, 전기적 저항이나 기계적 

damper에 해당되는 R 소자, 그리고 이들을 연결시켜주는 에너지의 

연결관과 같은 bond, 또, 각 소자로 부터 나온 bond들의 연결 조건 

을 알려주는 common effort juction^l common flow junction으로 

이루어 진다’ Bond graph에 대한 더 자세한! 사항은 참고 문헌 [이등 

올 참고바란다.

두께 방향 진동자의 bond graph 모델을 작성하기 위해서는 시 

스템에 저장된 에너지를 계산하여야 한다. 압전 소자의 위치 에너지 

〃의 정의와 두께 방향 진동자의 조건, 그리고 재료 성질을 적용하여 

아래의 식과 같이 표현된다.

"=；｛cgs啓-2/133s3D3 + P^D^dxdydz . (4)

본 논문에서 제시하는 두께 방향 진동자의 bond graph 모델은 

다음과 같은 가정에서 부터 출발한다:

어뗜 연속체의 상태는 유한개의 상태 변수들로 충분한 

정확도로 표현될 수 있다.
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이는 유한 요소법등 여러 근사해법의 가정이며 수학적으로도 기 

반함수 (basis function of a function space) 벡 터를 잘 선택하면 적 

당한 수의 상태 변수로도 원하는 정확도의 해를 얻올 수 있다는 것올 

증명할 수 있다 [7, 8]. 본 논문에서 사용한 기반함수들은 유한 요소 

법에서 사용하는 것과 같은 것으로 이에 대한 여러 수학적인 증명은 

잘 알려져 있다 [7, 8].
두께 방향 진동자의 bond graph 모델은 먼저 연속체 모델에서 

와 같이 변위 와 진동자의 양면에 부착되어 있는 전도체 판 중 

에서 기준이 되는 판에 (두께 방향의 기준 방향에서 생각하면 아래쪽 

전도체 판) 존재하는 자유전자가 기준 상태로 부터 얼마나 증감하는 

가를 나타내는 전하량 q(f)를 기본 변수로 생각하고 시작한다. 앞서 

제시한 가정을 상기하면 w(z,t)는 유한 개 변수에 대한 정보로 나타 

내어 질 수 있어 야 한다. 유한 요소법에서와 같이 Sobolev Space에서 

정의 되는-, 다음에 설명하는 방법으로 구성되는 basis function 들로 

만들어 지는 s니bspace 를 생각한다. 먼저 두께 방향에 서로

다른 임의의 n 개의 지점 命를 아래와 같이 정의하여

* = a + i = 1,2, ■ ■ ■, n (5) 

다. 그러므로 비연속체에 적용되는 Lagrange Equation올 적용할 수 

있다.

이제 모델 작성올 위한 작업을 시작하는데 필요한 모든 준비를 

마쳤으므로 첫째 단계를 시작하여 보자. 첫단계는 물성치 상태 방정 

식(constitutive relations)올 앞에서 정의한 변수로 표현하는 것이 

다. 변형률은 아래와 같이 나타내어지며

n
S‘3 =票=尸 , (10)

OZ Z一，
? = 1

여기서

f.(z\ =(染 订忧 exists (]])
1 [ 0 otherwise ,'

이며, 이로 부터 potential energy를 아래와 같이 계산한다.

U —
n n I [ fb ]EEj 嚟&)以⑵4(z)써

1 , — 1 Ua . 
b

basis function £(z)를 아래와 같이 정의한다.

0 if a < z < Zz-i
- 읍크(£一空-1) if M Z < Z,

' 눕그(切+ 1-2)订善 < Z < zl + 1
、o if 祀+1 < Z < b

一 £ / h33^(z)dz wt(t)q(t)
t=i U。 -

+ 뾕F시 3)}2 .
2Ao (12)

같은 방법으로 kinetic energy 丁도 아래와 같이 계산한다.

⑹

그림 2은 n = 4일 때의 basis function들을 보여 주는 것으로 我伝)는 

z 번째 질점에서 1이라는 값올 가지며 다론 질점에서는 0이라는 것은 

주목할 만하다. 이렇게 정의된 basis function들로 Sobolev Space의 

subspace //n(a,b)를 아래와 같이 정의한다 [9]：

n
Hn = {/(2) : f(z) = , (7)

n 71 r r*b '
EE -/ 次方(z)dz g(t)叫(t) ,(13)
i — ] j — I - 。 -

여기서 讥 二 쁰卜

위에서 계산한 에너지들올 이용하여 Lagrangian L = 丁 —U올 

계산할 수 있고 이로 부터 일반화된 momentum 변수 円올 아래와 같 

이 정의한다.

여기서 皿는 임의의 상수이다・

이 제 앞서 제 시한 가정에 따라 어 떤 주어진 순간의 두께 방향 진동 

자의 변위는 Hn(a,b) 안에 존재한다고 생각할 수 있고 이러한 한 시 

각의 변위들을 어떤 시간 구간에 대하여 모으면 subspace Hn(a,b)안 

에서 마치 공간상의 곡선과 같은 것들을 구성할 수 있는데 이를 sub
space Hn(a,b)의 매 개변수 곡선(parametric curves)이 라 하고 이들 

를 모아 놓은 것을 아래와 같이 정의한다:

Pt =
dL 
dwi (14)

C = {w(z, t) : i)= (8)

여기서 復J"는 임의의 시간에 대한 함수이다-C의 구성 원소는 각 

각 시간에 따른 변위를 나타낼 수 있으므로 두께 방향 진동자의 변위 

s(z,t)는 C의 한 요소일 수밖에 없다.

이제 우리는 두께 방향 진동자의 변위를 C의 한 요소이 라는 가정 

에서 이 요소의 성질을 살펴보.자. Basis function 九(z)는 한번 정해 

지면 시간에 따라 변화하지 않으므로 지배 방정식에 의하여 결정되는 

것은 계수 들이다. 그런데

w,(t) = w(zt,t) 쁘 = 쁘'=鉗、捉 (。,8) (9)

따라서 선택한 질점의 변위를 연속체 안 모든 질점의 변위를 대표하는 

변수들로 생각할 수 있올 뿐 아니己h 주어진 질점의 속도도, 並」£)를 

직접 시간에 대하여 미분하여 구해지며, 모든 질점의 속도 분포도 이 

주어진 질점의 속도로 부터 계산할 수 있으므로 공간의 좌표와 같이 

속도 구배에 대한 대표적 변수로 취급할 수 있다. 따라서 여기서 우리 

는 선택된 질점의 변위들 1以(匕)와 도전판의 전하 변화량 q를 주어진 

시스템(두께방향 진동자)의 일반 좌표들이 라고 정 의할 수 있다. 다시 

말하면 연속체를 비연속체처럼 유한개의 일반 좌표로 표현하는 것이

이제 두께 방향 진동자의 

equation올 적용하면

지배 방정식올 얻기 위하여 Lagrange's

切0)= (15)

V = _[先摂密(t) + fiQ + F (16)

e = au 祁 q----=—n. w H--------
dq Ceq

(17)

여기서 氏는 질점 z = 跖에

m驾 =

작용되는 동등 외력이고 

fb
/ 財⑵dz, (18)

*订 =
/。釘比4⑵疗⑵血，

(19)

檢 =
/ h33*(z)dz, (20)

Ceq — - a)' (21)

이고 e는 바다小 전극판(z = /으로 부터 윗전극판(z = b)까지의 전압 

감소이다.

이 제 앞서 행한 계산으로 부터 bond graph를 그리는 방법을 도출 

하여 보자. 이를 위해서는 먼저 bond graph 모델의 동력 변수(power 
variable)를 결정해야 한다. 이를 알아 보는 방법은 각 에너지를 시간 

에 대하여 미분하는 것이다. 먼저 운동에너지 丁를 시간에 대하여 미 

분하여 m개 의 port를 가진 I element와 그의 연결 bond, 그리고 중

2 = 1
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요 변수들에 대한 정보를 얻고, 위치에너지(potential energy) 〃를 

시간에 대하여 미분하여 (九 + 1)개의 port를 가진 C element오!• 그의 

bond, 상태 변수에 대한 정보를 얻는다.

n

Em" .(TT 
dt

. T= w [mi^w (22)

dU 
dt

E E Wj — tli
2=1

여기서 우리는 I 이ement의 고유

W1 [kij]w — R1 U T q wq-—~q

71 "

也 一 52 gWj ~ ~c~ a ■ 
.7-1

(23)

동력 변수들(associated power 
variable)이 龙와 叫이라는 것을 알 수 있고 (门 + 1)개의 port를 가 

진 C element의 동력 변수(power variable)는 질점에 작용하는 동 

등 외력고卜 讥이라는 사수』올 쉽게 알 수 있다. 이는 C 시emeriti I 
이ement의 port들은 같은 흐름 변수(flow variable) 协를 공유한다 

는 의미이고 따라서 연결 요소(junction element)는 동 흐름 접합 

점(conmmon flow junction)을 사용해야 한다. 이러한 고찰을 통해 

서 두께 방향 진동자의 bond graph는 그림 3에 나타낸 바와 같이 되 

다.

3.1 2 질점 Bond Graph 모델
두께 방향 진동자는 많은 경우 여러 가지 소자와 어우러져 사용되므 

로 주위의 다양한 소자들과 함께 모델되어 전체가 하나으｝ 시스템으로 

그 특성올 파흔｝하여야 하는 경우가 혼히 생긴다, 그런 경우에 쓰일 수 

있는 간단한 모델로서 두께 방향 진동자의 2 질점 bond graph 모델 

올 생각할 수 있다.

2 질점 bond graph 모델은 일반적인 모델인, 앞서 제시한 모델 

에 n = 2는 조건올 부여하여 간단하게 얻올 수 있고 상태 방정식은 

식 (15), (16), (17)을 n = 2인 경우에 대하여 적용하면 바로 얻을 수 

있다. 이렇게 얻은 상태 방정식을 행렬식으로 다시 쓰면 아래와 같이 

두가지 형태로 나타낼 수 있다.

(24)

pA(b - a) 2 1 j W[
6 1 2 1 w-2

九33 A -1
1 (25)

여기서 c?3 二 ― 으野 이고 식 (25)는 식 (17)을 이용하여 식 

(24)으로 부터 쉽게 계산器 수 있다. 여기서 주목할 만한 것은 전기적 

변수를 전하량 q로 하느냐 전압 e로 하느냐에 따라서 강성 행렬이 달 

라지는 것을 쉽게 알 수 있다는 것이다. 이는 전기적 조건에 따라서 

기계적 특성 죽 고유 진동수가 달라진다는 것을 보여 주는 것이다.

여태까지 압전 transducer는 동등 전기 회로로 다루어져왔기 때 

문에 식 (24)에 q = ()라는 조건을 적용한후 구해낸 고유진동수를 

anti-resonance frequencyef- 하고 식 (25)에 e 。올 적용하여 구해 

낸 고유진동수를 resonance frequency라 하여 왔다. 이 명칭은 동등 

전기 회로를 이용하여 해 석할 때는 유용할 수 있겠지만 어떠한 물리적 

인 성질에 대한 정보를 제공할 수 없는 명칭이다. 물리적으로 본다면 

anti-resonance frequency는 open-circuit resonance frequency이 

고 resonance frequency는 short-circuit resonance frequency이다.

그런데 이러한 물리적인 의미를 bond graph 모델을 보면 쉽게 

파악할 수 있다. 그림 4에서 보면 두께 방향 진동자의 bond graph 
모델은 세개의 열려진 bond를- 가지고 있다. 두개의 bond는 기계적 

경계조건에 의하여 결정되는 것이고 나머지 하나는 전기적 조건에 

의하여 결정도斗는 것이다, 앞서 언급힌- 두개의 resonance는 이 bond 
graph 모델을 잠시만 살펴 보면 그 의미를 알 수 있다.

먼저 우리는 C 이ement가 기계적 변수뿐만 아니라 전기적 변수 
에 의해서도 영향을 받는다는 사실로 부터 刃계적 성잘이 전기적L조 

건에 의하여 영향을 빋•을 수 있다는 것을 쉽게 유추할 수 있다. 그런 

후 쉽게 두 사지 극단의 전기적 조건을 생각할 수 있는데 그 하나가 

short circuit 조건이고 다륜 하나는 open circuit 조건이다. 따라서 

이 두 가지 극단적인 전기적 조건에 따룐 기계적 고유진동수가 다른 

것을 짐작할 수 있고 그의 물리적 의미도 쉽께 알 수 있다’

또 관성울 나타내는【서ement가 기계적 변수에든上 의존하는 것 

올 쉽게 알 수 있으므로 이로 부터 resonan源가 전기적 조건 보다는 

기계적인 성질에 의하여 더 많이 좌우된다는 것을 눈치챌 수 있다. 실 

제로 전기적인 영향을 무시하고 계산욜 하더라도 15% 미만의 오차 

만이 쫀재한다.

이상에서 살펴본 바오卜 같이 bond graph 모델은 여러 물리적인 

성질에 대한 정보를 림으로 빠르게 전달할 수 있울 뿐아니라 다른 

소자의 bond graph 모델과도 쉽게 연결하여 사용할 수 있다. 더불어 

동적 성질과 정적인 성질올 동시에 나타낼 수 있어 동등 전기 회로 모 

델과 차이를 보인다.

3-2 수치적 정확성

여기서 전개한 bond graph 모델은 앞서 언급한 대로 유한 요소법을 

이용한 것과 같은 지배 상태 방정식올 제공하므■로 전체 질점수를 늘 

리면 연속체 모델의 해에 가까위진다는 것은 이론적뿐아니라 실제 계 

산을 통해서도 증명된 비- 있다. 따라서 여기서 제시한 bond graph 
모델의 정확성에 대하여 새삼 증명을 할 필요는: 없다.

4 Bond Graph 모델의 장단점
동등 전기 회로 모델은 너무도 잘 알려진 방법이고 현재까지 많은 트 

랜스듀서 엔지니어가 실제 설계에 사용하여온 도구이다. 그러나 bond 
gmph 모델은 그 방법이 창안된지 오래 되지 않았올 뿐 아니라 압전 

에 대한 모델은 본 논문에서 새로이 제 시하는 것이므■로 bond graph 
모델의 기능을 동등 전기 회로. 모델의 그것에 준하여 판단하여 그 장 

단점을 알아 보고자 한다.

동등 전기회로 모델은 여러 명백한 이점을 주는 반면 일반적인 

전기회로 요소.가 아닌 정체 불명의 회로 요소을 포함돠어 있는 경우 

에는 복잡한 시스템의 한 부분으로서의 역할을 이해하여 전체 시스템 

거동을 예측하는데 크게 도움을 주지 못 한다. 압전 소자의 전기회로 

모델은 비정상적인 전기회로 요소를 포함하고 있다[1, 2]. 따라서 이 

모델로 부터는 압전 소자의 가장 중요한 성잘 중에 흐｝■나라고 할 수 있 

는, 앞서 언급•한, res이와 anti-resonan源의 존재를 쉽게 눈치챌 

수 없다. 더군다나 이들의 물리적 의미를 동등 회로로 부터 직접 깨닫 

기는 거의 불가능하다' 앞서 기술-한 바외- 갇이 bond graph model은 

이러한 전기-기계적 연결 현상을 쉽게 나타내줄 뿐 아니라 이의 성격 

도 나타내므로 현상의 이해에 있어서는 bond graph 모델이 동등 전 

기회토. 모델보다 더 유용하다 할 수 있다•.

동등 전기회로 모델의 또하나의 문제점은 정적인 응답 특성에 대 

한 오류이다. 동등 전기회로 모델은 압전 소자의 기전 특성을 전기 변 

압기로 모델하기 때문에 전기쪽 단말에 일정한 전압을 부가하여도 기 

계적 단말에는 어떤한 전압도 전류도 발생할 수 없다. 그러나 압전 소 

자에 일정한 전압을 부가하면 기계적 변위가 생긴다는 것은 명백한 

일이다. 이러한 오류가 발생되는 이유는 전기-기계적 상호작용 현상 

올 물리적 특성이 다른 잘못된 변환기로 표현했기 때문이다.

앞서 서술한 대로 bond graph 모델은 동적 응답뿐만 아니 라■ 정 

적 응답 특성도 정확한 경향울 알아보기 쉽게 보여준다. 그■것은 bond 
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graph가 여러 에너지 변환의 성격을 정확하게 나타낼 수 있기 때문 

이다.

본 논문에서 제기한 압전 소자의 bond graph 모델은 계산을 행 

할 때에도 편리함을 제공한다. Bond graph 모델의 경우는 단순히 총 
질점수만을 늘려가면 조금더 정확한 해를 얻을 수 있어서 계산 상 편 

리성이 있고 다양한 경계 조건에 대해서도 동일한 방법을 적용할 수 

있다 •

Bond graph 모델도 매우 큰 단점이 있다. 전기회로는 대학 입학 

이전에 그 기초를 습독할 만큼 많은 사람들에 널리 알려지고 쓰이고 

있으나 bond graph의 저변이 그렇게 넓지 않아서 이를 사용하려면 

bond graph에 대하여 새로이 배워야 하는 경우가 대부분이다. 물론 

bond grapphf- 배운다는 것은 물리적 현상과 이의 모델링을 배우는 

것이므로 의미가 없는 것은 아니지만 이미 전기회로에 익숙한 사람들 

에게는 다르게 느껴질 수 있다.

5 결론

본 논문에서는 두께 방향 진동자의 bond graph 모델올 새롭게 제시 

하였으며 이의 특성을 이론적으로 고찰하였다. 새로 개발한 모델링 

방법은 유한 요소법과 수학적으로 같은 것이어서 수치적 타당성올 쉽 

게 보장 받을 수 있는 방법이며 또 한편으로는 유한 요소법올 물리적 

원리만으로 새롭게 설명한 것이다. 제시된 bond graph 모델은, 지금 

까지 그 기능의 관점에서 트랜스듀서 설계에 많이 사용되어 왔던 동 

등 전기회로 모델과 비교할 때, 기능상 그를 대치할 수 있올 뿐 아니 

라, 더불어 압전 소자의 성질올 쉽고 빠르게 이해하게 하여서 트랜스 

듀서 설계 및 해석에 더 유용하다는 것을 알 수 있었다•

여기서 제시한 압전 두께 방향 진동자의 bond graph 모델 작성 

방법은 압전 두께 방향 진동자의 모델에만 국한되 지 않고 거의 모든 

선형 고체 구조물의 bond graph 모델 작성에 응용될 수 있다.
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그림 1： Thickness Vibrator 그 림 2: Shape functions for 4-node bond graph model

F\ Wi

그림 3: n-node bond graph model of the thickness 
vibrator

그 림 4： Two node bond graph model of the thickness 
vibrator
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