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요 약

수중에서 발생된 기포들의 상호작용에 의한 방출주파 

수의 변화를 알아보기 위해 선배열 기포에 대해 이론적으 

로 연구하였다. 기포들의 결합진동에 의한 방줄주파수는 

가능한 가장 저주파수의 음파가 발생됨을 설명하였으며, 

일부의 기포가 음원역할을 하는 실제적인 선배열 기포의 

경우는 방출주파수가 기포의 총 개수보다는 음원기포의 

개수와 기포간 거리에 좌우됨을 밝혔다. 이러한 이론결과 

는 참고문헌⑹의 실험결과에 비교적 잘 일치하였다. 이 

것은 기포간의 결합진동은 기포들의 초기 발생조건에 따 

라 이론적으로 다르게 다루어야 함을 의미한다.

I. 연구동기

수중에서 기포는 외부로부터의 압력교란을 받게 되면 

각자 자신의 반경에 반비례하는 공진주파수를 가지는 음 

파를 효율적으로 방출하게 된다. 기포가 집단으로 형성되 

어 있는 경우에 기포 집단에 의해 방출된 음파는 개개 기 

포의 공진주파수보다 낮은 주파수를 가진다는 사실이 최 

근에 이론 및 실험적으로 연구되었으몌 1,2］, 이에 따른 방 

출주파수는 근사적으로 기포 집단의 전체 크기에 반비례 

하고, 기포 집단의 기체함유비에 의존한다는 결과가 도출 

되었다. 그러나, 수십 또는 수백개의 유한한 개수로 형성 

된 기포들을 기포 집단의 해석 방식으로 접근하기에는 기 

포집단의 크기가 작고 공기함유비를 명확하게 결정하기가 

어렵게 된다. 유한한 개수의 기포들의 결합진동에 관한 연 

구로서는 1차원 배열을 갖는 기포들의 방출 음향에 대한 

연구［3-5］ 등이 이론적으로 진행되어 왔으며, 최근 기포들 

간의 간격 및 기포 개수의 함수로 기포 배열의 방출 음향 

주파수의 변화를 제시하는 논문［6,기이 발표되었다.

본 고찰의 목적은 기포들의 상호작용으로 인한 발생하 
는 음파의 주파수변화를 기포간의 결합진동으로 최와 윤 

의 논문⑹과 Feuillade의 논문［기에서 다루어진 내용을 토 

대로 두 개 또는 세 개의 기포에 대한 결합진동을 논하고, 

특히 선배열의 경우 음원기포의 개수에 따라 결합진동주 

파수의 변화가 달라짐을 제시하고자 한다.

n. 기포간 결합진동의 이론 전개

n-i. 한 개 기포의 진동

물 속에서 발생된 기포는 기포의 크기에 반비례하는 

주파수에서 공진현상을 가진다는 특징이 있다. 기포가 고 

유진동수나 또는 그에 가까운 주파수의 음파를 감지하게 

되면 그 기포는 공진을 일으켜 음파를 강하게 홉수 또는 

산란시킨다.

구형 기포의 경우 기포를 역학적 조화진동자로 다루면, 

기포진동의 운동방정식은 다음으로 주어진다.

m b = 0 (1)

여기서 扌는 기포반경의 변위이고, 윗첨자의 점표시는 시 

간에 대한 미분을 표현한다. 은 기포진동의 유효질량, 

3는 감쇠상수, &는 힘상수이다. 편의상 기포의 감쇠를 

무시한 다음 정리하면 기포의 공진주파수는 다음과 같이 

구해진다［8］.

九 = 如［폭 = 1느「呼 ⑵

여기서 힘상수는 为= 유효질 량은 ”2 = 4 7T<2%로
주어지며, 。는 주변 매질의 평형 압력, '는 기포 내부 

기체의 비열비, a는 기포의 반경, 。는 물의 밀도이다. 

물 속의 주변 압력이 1기압인 尸이O’ ［Rz］일 때, 기포의 

공진주파수는 /oPSS/a로 주어지며, 방출음파의 파장은 

后=460 a로서 기포반경의 약 460배나 크게 주어진다.

-469 -



n-2. 두 기포의 결합진동 (7)

같은 크기의 두 기포가 있는 경우, 이들은 스프링에 질 

량이 매달린 역학적 진동자와 같이 직렬로 연결된 두 개 

의 동일 조화진동자의 결합으로 다룰 수 있다. 그러나, 물 

속에 만들어진 기포들은 실제로는 얼마간의 거리만큼 떨 

어져 있고 그들 사이에는 매개체인 물이 있으므로, 그들은 

조화진동자들의 단순한 직렬 연결과는 다른 상태이다. 이 

러한 기포들 간의 상호작용을 고려해 보기 위해, 한 개의 

기포가 진동하여 방출음파가 구면형태로 주위로 퍼져 나 

가는 경우를 생각하면, %-축상으로 두 기포가 배열된 1차 

원인 경우에 대해 한 기포로부터 발생한 음파의 거리 % 

에서의 음압 는 (3)식으로 주어진다.

P(x) = 을 Po(a) (3)

여기서 P°(a)는 반경이 a인 기포의 기포 표면에서의 음 

압이다. 따라서, 첫번째 기포가 거리 X만큼 떨어져 있는 

같은 크기의 기포에 미치는 음압은 (3)식으로 나타낼 수 

있다. 그러므로 (3)식을 거리 X에서의 힘 F(x)로 나타 

내면,

F(x) = 뜨，Fo(a) (4)

여기서 = — )洗는 기포 표면에서의 복원력과 같게 

표현된다. 두 기포 중심 사이의 거리가 d인 경우, 거리 

d에 위치한 두 번째 기포에 작용되는 힘은

F3)=銘F同=—銘麗三一a* (5)

로 주어지며, 이것은 d 만큼 떨어진 거리에 있는 기포는 

옆의 기포에 의해 F(d)만큼의 힘을 받는다는 것을 뜻하 

며, 위상관계까지 고려한 유효결합상수 a는 다음과 같이 

된다.

a = a„cos(k0d) = 을 cos (6)

여기서 崗)는 음파의 파수이며, cosG知 d)항이 의미하는 

바는 한 기포에서 발생된 음파가 거리 d만큼 떨어진 기 

포에 영향을 줄 때에 진동위상이 의 차이를 가지고

영향을 주기 때문이다. 또한 이 식에서 기포들 사이에 상 

호작용은 기포의 반경과 두 기포간의 거리에 관계됨을 알 

수 있다. 각각 고유 힘상수 为를 가지는 기포 두 개가 그 

사이의 상호작용으로 유효결합상수 a만큼 서로 영향을 

주고 있음을 나타내며, 기포 두 개가 초기에 같은 진폭으 

로 각각 진동한다고 생각하면 이러한 상호작용을 고려한 

운동방정식은 다음과 같다.

& =—吟 + ak$2

m$2= + ag - k$2 (8)

여기서 角은 첫번째 기포 표면의 진동변위, 角는 두번 

째 기포 표면의 진동변위이다. (7)식에서 보면, 첫번째 기 

포가 받는 힘은 자신의 진동변위와 인접한 두번째 기포의 

진동변위에 관계하고 있음을 알 수 있다. a의 부호가 k 
와 반대인 이유는 첫 번째 기포가 팽창할 때 첫 번째 기 

포에 작용하는 복원력의 방향은 팽창과 반대 방향이지만, 

두 번째 기포는 전파된 음압에 의해 팽창하는 힘을 두 번 

째 기포의 복원력으로 작용하기 때문이다. 운동방정식인 

(7)과 (8)식의 연립방정식을 행렬형태로 표시하면 다음과 

같다.

K[X] = (9)

여기서, X는 기포들의 진동형태를 나타내는 고유벡터이 

며, 边는 공진 각진동수를 나타내는 고유값이다. K와 

M은 다음과 같다.

K=外1 一习顽=僧0],x=国](10) 
L — a 1」 L 0 1救|

여기서, 힘상수 행렬 K의 행렬요소를 보면 각 기포 사 

이에 a라는 유효 결합상수가 관계하고 있음을 나타낸다. 

운동방정식 (10)식의 해는 (K—w?M)[X] = 0을 만족 

하는 고유값 边와 고유벡터 X로 주어지고, /= w/27t 
가 결합 공진주파수로 아래와 같이 구해진다.

N=2 

fo
1 ~ a, V 1 + a (11)

여기서, 첫 번째 해는 저주파수 성분(대칭모드)을, 두 번째 

는 고주파수 모드(반대칭 모느)를 나타낸다.

그림 1에 두 기포의 결합진동에 의한 방출 음파의 주 

파수의 변화를 두 기포간의 간격의 함수로 나타내었다.

Interdistance/diameter [d/2a]

그림 1. 두 기포의 결합진동에 의한 방출주파수의 변화 

(A： 반대칭모느 [①O], B： 대칭모드 [@®D

곡선 A는 기포의 위상이 CBO인 경우(반대칭 모드)로서
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기포간격이 좁아질수록 기포 개개의 고유공진주파수 f0 
보다 높은 주파수로 편이되고 있으며, 이것은 두 기포가 

동시에 반대의 위상으로 진동하고 있는 경우를 나타낸다. 

즉, 이 경우 두 기포는 서로 진동을 상승시킴으로서 더욱 

빠르게 진동하여 방출음파의 주파수가 높아지는 것을 뜻 

한다. 곡선 B는 기포의 위상이 ①①인 경우（대칭모드）로 

서 두 기포가 동시에 동일 위상으로 진동하는 현상을 나 

타내며, 두 기포는 서로의 진동을 억제하여 진동이 느리게 

일어남으로서 방출음파의 주파수가 낮아지는 것에 해당된 

다. 또한 기포들 사이의 거리가 무한대로 떨어져 있는 

宀8인 경우에는 개개 기포의 독립된 진동을 기대할 수 

있는 데, 이것은 유효 결합상수 a가 0으로 갈수록 기포들 

사이의 연결상태가 약하다는 뜻이며, 개개 기포의 공진주 

파수로 접근한다.

n-3. 세 기포의 결합진동

세 기포가 등간격 상태로 나란히 발생되었을 경우, 행 

렬 K는 다음과 같이 나타낼 수 있다.

1 —a 0
K= k —a 1 — a , （12）

.0 — a 1 .

여기서 첫 번째 기포가 세 번째 기포에 주는 영향은 고려 

되지 않았다. 그 이유는 두 번째 기포에 의해 음파가 차폐 

되어 많은 에너지를 잃어버려 세 번째 기포에 미치는 영 

향이 매우 작기 때문이다. 해는 다음식으로 주어진다•

“尸=寸]—a, 1, >/1 + /，a （13）
Jo

그림 2에 세 기포의 결합진동에 의한 방출 음파의 주 

파수의 변화를 기포간 거리의 함수로 나타내었다. 곡선 

A와 B는 기포간격이 좁아질수록 기포 개개의 고유공진주 

파수 九보다 높은 주파수로 편이되고 있으며, A는 기포의 

위상이 ®㊀①인 경우（반대칭 모드）를 나타낸匸k 즉, A의 

경우 세 기포는 서로 진동을 상승시킴으로서 더욱 빠르게 

진동하여 방출음파의 주파수를 높인다. 곡선 C는 세 기포 

가 동시에 동일 위상인 （王曲의 상태로 진동하는 경우 

（대칭 모드）로서, 세 기포는 서로의 진동을 억제하여 진동 

이 느리게 일어남으로서 방출음파의 주파수가 낮아지는 

것에 해당된다. B의 경우 일부는 진동을 상승시키고 일부 

는 진동을 억제하여 주파수 편이가 나타나지 않는다.

浮
〕U  동&

u
 으

Interdistance/diameter [d/2a]

그림 2. 세 기포의 결합진동에 의한 방출주파수의 변화 

（A： 반대칭모드 [①㊀①], C： 대칭모드 [©©©]）

ni. 선배열 기포의 결합진동 결과 및 비교

m-i. 모든 기포가 음원인 선배열 기포의 결합진동

기포의 개수가 N인 일차원 선배열로 이루어진 기포들

의 경우로 확장하면 행렬 

（14）식으로 확장된다.

K는 N x N 행렬로서 다음의

1 —a 0 
—a 1 — a

•- 0

K= k 0 — a *•. : (14)

Q .................
— a

-a 1 .

N개의 기포에 대한 해는 （14）식을 （9）식에 대입하여 

N개의 고유값을 구함으로써 유효 결합 조화진동자의 결 

합공진주파수들을 찾을 수 있다. 기포의 진동으로 방출되 

는 음파의 파장은 기포반경의 약 460배가 되므로, 배열기 

포의 총 거리가 각 기포의 고유파장의 460배보다 작으며, 

주된 진동모드는 대칭모드（@®㊉① ••.）가 가장 들뜨게 

되며, 주파수는 항상 가장 작은 저주파수가 효율적으로 방 

출되게 된다 이 경우에 해당되는 가장 낮은 방출주파수 

h는 미약한 고차항（。怎2））을 무시할 경우에 다음으로 

주어진다.

■号"~ V 1 — V N— 1
Jo (15)

반면에 이 이외의 다른 주파수들은 잘 발생되지 않는 결 

합진동모드이므로 실질적으로도 관측하기 어렵게 된다.

그림 3은 기포들 사이의 거리에 따른 최저 공진주파수 

의 변화를 계산한 결과이다. 기포의 개수가 늘어남에 따라 

최저 공진주파수가 급격하게 감소함을 알 수 있다.

Interdistance/diameter [d/2a]

그림 3. 기포의 개수별 기포간 간격에 따른 최저 공진주파 

수의 변화（모든 기포가 음원일 경우）.

ni-2. 음원기포가 한 개 또는 두 개인 경우에 대한 선 

배열 기포의 결합진동

위의 선배열 기포의 진동은 2V개의 기포들이 각각 초 

기에 같은 진폭으로 진동할 경우를 상정하고 전개한 것이 

다. 그러나 실제로는 수중에서 노즐을 통해 기포를 일렬 

로 순차적으로 발생시키는 수직선배열 기포의 경우에 음
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원은 항상 노즐에서 마지막으로 분출된 기포가 된다. 이 

경우 첫 번째 기포에서 방출된 음파가 순차적으로 다른 

기포들에 영향을 주게 되고, 또한 영향을 받은 각각의 기 

포들은 또다시 주변 기포들에 영향을 주게 된다. 이것을 

행렬로 나타내면 다음과 같다.

一
心므
 %

u
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d
s

影I

K= k

1 —a 0 …2 —a …
0

0 一七 1
-方

0 —aN 1

(16)

여기서 행렬 K의 첫 번째 행은 첫 번째 기포가 두 번째 

기포에 一a만큼의 영향을 주고 있으며, 두 번째 행에서 

보면 두 번째 기포는 첫 번째 기포로부터 받은 영향을 다 

시 주변기포에 一a?만큼 영향을 주게 됨을 나타내고 있 

다. 그 다음도 마찬가지로 순차적으로 그 영향이 전개되 

고 있다. 이 경우에 해당되는 가장 낮은 방출주파수 fL 
는 근사적으로 다음식으로 정리된다.

씌쓰」1 - 心 堂，产“一 2)

Jo ' ' 2 (]7)
〜J ] 一、、「(3 

이 식에서 보면 기포의 개수에 의한 차이가 매우 작음을 

알 수 있다. 음원역할을 하는 기포가 두 개일 경우는 (17) 
식의 두 번째 항에 a?이 첨가된다. 그림 4에 이 경우에 

대한 거리에 따른 주파수 변화를 나타내었으며, 원표시(O) 
는 참고문헌 ⑹에 따른 실험결과이다. 음원기포가 두 개 

일 경우의 결과가 실험값에 비교적 잘 일치하고 있다. 모 

든 기포가 초기에 같은 진폭으로 진동을 한다면 그림의 

점선과 같이 표시되며 실험과 상당한 차이를 보임을 알 

수 있다. 이와같이 초기에 우세한 진동을 하는 기포의 개 

수에 의존하여 결과가 달라지고 있으므로 실제의 상황의 

조건과 맞게 이론을 적용해야 할 것이다.
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Interdistance/diameter [d/2a]

그림 4. 기포간 간격에 따른 최저 공진주파수의 변화 

(실선: 한 음원기포, 굵은 실선: 두 음원기포, 

점선: 모든 기포가 음원역할, O： 실험값)

그림 5에 각 모드에 대한 방출음압의 주파수 스펙트럼 

을 나타내었다(참고문헌 7 참조'

Frequency [f/f0]

:丄림 5. 기포간 거리에 따른 방출음압의 주파수 스펙트럼

V. 결 론

수중에서 발생된 기포들의 상호작용에 의한 방출주파 

수의 변화를 알아보기 위해 두 개, 세 개 기포에 대해, 그 

리고 선배열 형태의 기포에 대해 이론접근을 시도하였다. 

우선 기포들의 결합진동에 의한 방출주파수는 가능한 가 

장 저주파수의 음파가 발생됨을 설명하였다. 그리고 선배 

열 기포의 경우, 한 개 또는 두 기포가 음원역할을 하는 

실제적인 경우에 대해 이론을 전개하였으며, 기포의 총 개 

수의 영향은 매우 작음을 밝혔다. 이러한 결과는 참고문 

헌⑹의 실험결과에 비교적 잘 일치하였다. 그러므로 수 

중에서 노즐로 일정간격으로 발생된 선배열 기포의 경우, 

음원기포의 조건에 따라 어느 주파수로 이하로는 더 이상 

저주파수 성분이 발생되지 않음을 주장할 수 있다. 이러 

한 결과는 기포간의 결합진동을 다룰 경우에 기포들의 초 

기 운동상태의 조건에 따라 들뜨는 주파수 성분들이 다양 

하게 변할 수 있으므로, 기포발생조건에 따라 기포간 결합 

진동을 이론적으로 다르게 다루어야 함을 의미한다.
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