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ABSTRACT

The paper describes a theoretical and experimental 

study on the speed of the torsional elastic waves 

propagating in an axisymmetric waveguide whose 

cross-sectional area varies periodically as an 

harmonic function of the axial coordinate. The 

approximate solution of the phase speed has been 

obtained using the perturbation technique for 

sinusoidal modulation of small amplitude. The 

experiment verifying the theoretical result consists of 

transmitting and receiving torsional waves by 

magnetostriction and measuring the wave speed in 

the waveguides with threaded surfaces.

L 서 른
유체에 접해 있는 고체에서 전단운동을 하며 전파 

하는 탄성파의 전파특성에 미치는 인접 점성유체의 영 

향을 규명한 결과［1,2］로부터, 단면이 원형인 탄성막대 

에서 전파하는 비틂 탄성파가 유체 점성 측정 센서로 

활용될 가능성이 확인된 바 있다［3,4］. 그 원리는 비틂 

탄성파의 전파속도 및 감쇠가 인접 점성유체의 점도에 

의해 달라지는 현상에 근거한 것으로서, 원형막대 형태 

의 탄성 도파관(waveguide)에서 전파하는 비틂 탄성파 

의 전파시간과 진폭이 인접 점성유체가 없을 때를 기준 

으로 점성유체의 영향에 의해 변화하는 양을 측정함으 

로써, 점도를 정량적으로 구해내는 것이다. 도파관의 

단위 길 이 당 표면 적이 클수록 유체 점성의 영 향이 커지 고 

실가적으로 센서 의 감도가 향상되므로. 원형막대의 표 

면에 톱니처럼 나사면을 형성하였는데. 이 경우에는 매 
끈한 막대의 경우와 달리 비틂 탄성파의 전파특성이 이 

론적으로 규명되어 있지 않았다.

본 논문은 Fig. 1에 보인 바와 같이 표면에 

나사면을 가진 원형 도파관에서 전파하는 비틂 탄성파 

의 전파특성에 관한 연구로서, 길이방향으로 조화함수 

형태로 변화하는 단면적을 가진 원형 막대에서의 비틂 
탄성파의 전파속도를 대상으로 한다. 주기적인 미소한 

단면변화를 섭동(perturbation) 기법에 의해 다루어 전 

파속도의 이론적 근사해를 구한다. 이론적 결과를 검 

증하기 위한 실험으로서 자왜(magnetostriction) 현상에 

의해 비틂파를 발생시키고 전파시간을 측정함으로써 전 

파속도를 계측한다.

transducer

magnetostrictive 

rod

waveguide

detail 'A'

(a) (b)

Fig. 1 Schematic description of the modulated wave

guide and the experimental setup, (a) magneto

strictive transducer and waveguide, (b) periodically 

modulated surface of the circular waveguide.
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II. 문제의 정식화

단면의 반경 几가 Fig. 1(b)에 보인 바와 같이 실 

이 방향 좌표 z의 함수로 0 二 /?o[l+ £ sin(2^^/ /I )] 의 

관계 로 변화하는 원형막대에 서 전파하는 비 틂 탄성 파를 

대상으로 수학적 모델을 설정한다. 반경방향 좌표 厂, 
길 이방향 좌표 N, 시 간 r게 종속인 원주방향 변위 He 

(厂,2,f) 로써 비틂파의 운동방정식이 다음과 같이 표현된 

다.⑸

3、蝴 丄3z如 ue ! 6%如_沪u。

3/ r dr / 3z2 (?T 法

0 < /- < /?o[l + £ sin(2 n z! (1) 

여기서 5、= (G/'q)"2이고, G와 。는 각각 막대 재질의 
횡타성계수와 밀도이다. 표면에서 응력이 없다는 조건 

"二 r - dr/d2 [6]과 중심에서의 연속성에 따라 경계 

조건이 다음과 같이 표현된다•.

du0 Ud dr du3

dr r dz dz

at r = /?„[b卜 £ sin(2 龙 z/ 人)](2)

u。二 0 at 厂=0 (3)

변위를 L爲(厂,Zg):= u(厂,z)exp(iE 로 변수 분리하여 식

(1)어〕 대입한 후, 기준길이 와 기준속도 (?厂를 사용하
여 식(1)-⑶을 무차원화하면 다음과 같다

(1‘)++으-土+*+即 = °Lu =

B(r)u = (糸 一+)物 = 話展0展辰으告

at y = 1 + e sin知n (2‘) 

u = () at 厂二0 (3‘)
식 (1> ⑵) 에서 匕 과 B(「) 은 각각 선형 미분연산자를 정 

의하며, 식(『)부터 모든 변수들은 무차원화된 양이다.

III. 섭동법에 의한 근사해

식(1')-(3‘)으로 정의된 경계치 문제의 엄밀해를 

T■할 수 없으므로, 근사해를 구하는 섭동기법[7,8]을 채 

택한다. 이를 위 해 변위 “를 다음과 같이 섭동량 € 의 

급수로 전개한다.

“(r, z, £) = w(1 ( r, z) + e m ! (r, z) + e?旳(r> 2)

+ 0( £!) (4)

식(4)를 식(l')-(3‘)에 대입하고 £의 오름차순으로 정 

리하여, 의 차수별 운동방정식과 경계조건에 대해 다 

음과 같이 단계적으로 해를 구한다.

3. 1 0(£°) 해
선도 차수 0(e°)에 대해서 고전적인 비틂 운동방 

정식, Luo = 0 고卜 경계조건 3(1)侦) = 0 및 u()(0) = 0 

을 얻는匸卜. 이 문제의 해는 잘 알려진 대로 다음과 같 

다. [5]

m()= UQ F0.„(r)exp[z A:o.„ z] (5)

여기서 i = (-1)1'2 이고, 以는 파동의 진폭으로서 초기 

조건에 달려있는 양이다. 一二리고 知,은 다음고} 같이 

£ 의 급수로 전개되는 "번째 모三 파수 &에 대한 선도 

차수 항이다.

k „ = k[} „ + s ki n + e2 k2,n + 0(eJ) (6)

식(5)의 凡”과 0은 기본 모드S=())에 대해서

F0.0(r) = 2r , kQ0 = w (7)

이고, 고차 모드(n〉0)에 대해서

F().„(r) = /2 /1 (p„r)/ /2.

幻,” =3 一底)M2 (8)

이다. 여기서 九는 k차 Bessel 함수이고, %5)은 다 

음 식의 근이다.

一 M/o(知)/2 = 0 ⑼

즉 pi = 5.136, p2 = 8.417, p3 = 11.62 등이다. 위에서 

구한 해 F().n(r) (n=0,l,2,…)의 크기는 다음과 같이 广에 

대한 정규직교성(orthonormality)를 만족한다.

<F0,m, Fo.„> = f r Fo.m(r) Fo.M(r) dr= 8mn (10) 
5)

여 기서 Me은 Kronecker 델타이다

3. 2 0( e 1) 해
제 1 차수 0( E】)에 대한 경 계치문제는 U】에 대한 문 

제로서 다음과 같이 정리된다.

Lux = 2 為),講i,“UoFoE3)exp[z%o,”z] (11)

B(l)z/i = U()exp[以o”4{沃°,”知cos(知n) 

+ 广(1) smG妇n)} 

=3/2) U()蒔(成加凡邮⑴+Fm''(1)] 
exp[z(^0 „ + kjz\

+ 32以)[知，&玲”(1) —Fo,/'(1)]

exp J(為/-歸)n] (12)

z/i(O) = 0 (13)

식(12)에서 ()은 厂에 대한 미분을 나타낸다. 식(11) 

T13)의 해를 구하기 위하여 队을 식(12)의 우변에서 암 
시된 바대로 다음과 같이 세 개의 항으로 분해한다 

= GJ*) exp[以(盘n] + (尸)exp[z(4),” +徧)n]

+ Gc{ r) exp[z(為/ —加)以 (14)

이에 따라 Ga, Gb、에 관한 경계치문제 세 개가 얻어 

진 다.
이중 G?어】 관한 문제는 다음과 같다.

LG = (方+ ,으 — *+ 济1이 G,

=2^o. UqFq：„(. r)
B(1)G« = 0, G"(0) = 0 (15a,b,c)

식(15)는 s에 관한 경계치문제와 일치한다. 이에 해당 

하는 해결조건(solvability condition)[9]은 다음과 같'4. 

〈乙“G"(,),F"(r)〉= BWGa - F0.k(1) (16)

즉 2畑，*<F0.«(r).F0,„(r)>

=F0.k(1) • B(l)Ga = 0 (17)

여기서 <Fl"n , F0.n> + 0 이므로, k"n = 0 임을 알게된 

다. 따라서 파수 知에 대한 섭동량을 구하기 위해서는 

제2차수 0(宀으로 진전해야 한다. 그에 앞서, s에 

관한 해를 구하기 위하여 Ga, Gb, G에 관한 해를 각각 

구하면 다음과 같다.

Ga = U} F0.„(r), Gb = i^b.nU0J}(.ab „r),

位,,U0Ji(ac.nr) (18a,b,c)

여 기 서 W 은 미 지의 상수이고, a 와 W 는 다음과 같다.

서心 二=(挤一(矯为+知，)2 (19a)

心、«二二 渺 一 냐心、牡 — *3广 (19b)

^b.n = 1 術，也&”⑴ + q”''(l)
(19c)

■ 2 a b.vJd。b.n)— 2/}((為,”)

Kc. n ~ 1 稣 5”⑴一"'(1)
(19d)

一 2 £"&/()(。丄,「)一 2丿1(£二刀)
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Bessel 함수의 괄호 안의 양은 이나 a，”에 따라서 

허수일 수도 있는데, 이때에는 Bessel 함수 丿가 수정된 

Bessel 함수 I로 대치된다.

3. 3 0( e2) 흐N
제2차수 03")에 대 한 경 계치문제는 血에 관한 문

제로서 다음과 같이 정리된다.

Lu2 = 2麻.&刀而,”(分 exp。知”z] (20)

3(1)爲2 =

+ z&M* exp [限("” + &)%]

+，&,，心 exp[/(%o”「"“)z] (21)

+ & 心exp[陽o.” + 2 如°)z]
+ &”Uoexp[z"o,”-2 加)z]

"2(0)= 0 (22)

여기서 禮” = a? —(知“+2Q2 (23泌

= s'(知“—2加)2 (23b)

^a. n = —2 a»,，0)(饥,”)—(Ctb, n 一3)人(<7九”)

- 야”.”+如。)如，/但".”)]/2

j fc,«[ — 2 ctc 〃o(a。,”)—(a。,n — 3)人(4絡,”)
+ 隽.”一灼九/(a“”)]/2

—[尸0.”'''(1)一F"'(l)]/4 (24a)

気” =[F"'(l)+ &静 ML(l)]/2 (24b)

&.” = [一，Fm''(1) + 旅，血。&,”(1)]/2 (24c)

Ed,n ~ —盘,”[—2ab”Jq(、a艮《、)—(。如,” —3)
+ (加” +知，)九0(们璀)]/2

+ 顷"''⑴一 F"'(l)]/8
+ 知&凡.”(1)/4 (2彼)

&.» =”[ — 2 a °, “J°( a c, ”)—( a c、n — 3)■/1 ( Ctc, ”)
— 아免kJkwJ}(ac ^]/2

+ 成顷''(1)一 F"'(l)]/8
一知//Fm(1)/4 (24e)

식(20)-(21)의 형태는 询의 해가 다음과 같은 형태임을 

암시한다.

m2 = Ha(r) exp[ik0：„z] + Hb(r)ex-p[i(kOf„ + k^z]
+ Hc{r) exp[/(知”-如，)z]

+ Hd( r) exp3(為),„ + 2kjz]

+ HQ) exph'(知，「-2Qz] (25)

이에 따라 Ha, Hb, He, Hd, He에 관한 경계치문제 다섯 

개를 얻게된다.

이중 Ha^ 관한 경계치문제는 다음과 같다.

L “H“ = 2 崗),”炳,” I/。

乩(0) = 0 (26a,b,c)

이에 대한 해결조건

〈乙“ R0), Fo. “(/)〉= 3(1)乩•，％”(]) (27)

로부터

2k0 nk2,„<Fa,„(r). Fo.*(r)〉= ^.„FO,„(1) (28)

을 얻으므로 파수 知에 대한 보정치 *2"을 다음과 같이 

얻게된다.

k2n = ⑴/(2旅”) (29)

3. 4 전파 속도
지금까지 얻은 결과로부터 비틂파 전파속도에 대 

한 근사해를 구성한다. “번째 모드의 전파속도 Cn 은 

3/kn 이므로 다음 식을 얻는다.

Fig. 2 Fundamental mode speed correction k2,o/ko,o 

depicted as a function of o)for km = 50.

，卷(I當十。(约 ⑶)

식(30)을 살펴보면 막대 표면의 주기적 굴곡으로 인해 

비틂파의 전파속도가 매끈한 막대의 경우에 비해 줄어 

듦을 알 수 있다.

기본 모드(n=0)의 경우에 표면 굴곡으로 인한 전 

파속도 차이를 계산하기 위하여 식(30)에 식(7)을 적용 

하여 정리하면 다음과 같다.

식(31)에서 扌耳。는 식 (24a)와 식(19)로부터 계산되는 양 
으로서, 무차원 주파수 3와 표면굴곡 주기 知의 함수 

이다. 따라서 전파속도 皿가 파동의 주파수에 따라 다 

른 값을 갖게 되리라 예상되는더】, kl0 = 50 인 경우에 
CU 의 함수로 $ a,o/ w2 (즉 *2、o/ko.o) 을 계산해 본 결과 

Fig. 2에 보인 바와 같이 거의 일정한 값을 나타내고 

있다.

다음절에서 기술하는 실험결과와 비교하기 위하여 

e= 0.087 및 a>= 0.269 에 대해서 知가 13.6과 15.8 일 

때의 (1 - 或를 각각 계산한 결과가 Table 1에 기재되 

어 있다.

Table 1 Speed corrections for the torsional elastic 

waves along the modulated waveguides. The 

theoretically predicted results are compared with the 

experimental observations.

thread nondimensional 

frequency, o)

1 - co (%)

€ 临 calculated measured

0.087 13.6 0.269 11.6 12.8

0.087 15.8 0.269 13.3 10.6
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IV. 실 험

앞에서 구한 이론적 근사해를 검증하기 위하여 실 

험을 행하였다. 이론적 모델에 유사한 주기적 굴곡을 

원형막대에 만드는 방법으로 나사면을 형성하였다.

4. 1 실험장치
비틂 탄성파를 발생시키고 수신하는 방법으로 

'Wiedemann 효과'［10］라는 자왜 (magnetostriction)현상 

에 근거한 트랜스듀세 11］를 사용하였다. 비틂파 발생 

및 수신 원리는 다른 문헌［12］에 자세히 설명하였다. 

전기적 펄스 신호가 Fig. 1(a)에 보인 바와 같은 장치 

에서 자왜막대의 한쪽에 비틂 탄성파로 변환되어 전파 

하고, 도파관(waveguide)으로 전달되어 전파하고 되돌 

아와 트랜스듀서에 서 다시 전기신호로 변환된다.

이와 같은 과정에서 수신된 신호를 오실로스코프 

에서 관찰한 예가 Fig. 3에 보여있다. 자왜막대에서 도 

파관으로 파동이 전달될 때, 일부는 경계면에서 반사되 

어 트랜스듀서로 바로 돌아간다’ 이 신호는 그림에서 

'A'로 표시한 부분이다. 도파관으로 전달된 파동이 도 

파관 끝에서 반사되어 트랜스듀서로 돌아가 변환된 신 

호는 로 표시되어 있다. 두 신호 간의 시간 간격을 

측정하고 도파관의 길이와 연관시켜, 파동의 전파속도 

를 얻는다. 실험에서 두 피크 간의 시간 간격을 5 ns 

의 정밀도로 측정하였다.

4. 2 실험 결과
사용된 도파관은 길이 L = 306 mm이고 단면 반 

지름 R。= 1.22 mm인 알루미늄으로서, 재질의 물성치 
는 밀도 p = 2.70X 103 kg/nF이 고 횡 탄성 계수 G = 

2.59X 1O10 N/m‘이다. 매끈한 원형 도파관에서 측정한 

비 틂파 전파속도 cT는 3009 m/s와 3015 m/s로서, 물성 

치를 (G/p)l'2에 대입하여 얻는 수치 3097 m/s와 3% 

오차범위 이내로 잘 일치한다.

도파관 표면에 표준 나사 다이(die)를 이용하여 나 

사면을 형성하였다. 표준 나사는 NC-UNC 3-48과 

NC-UNC 3-56으로서, 이에 대응하는 如값은 각각 13.6 

과 15.8이 다. 그리 고 e 의 크기는 공통적으로 0.087 + 

0.002이다. 사용한 펄스신호의 중심주파수는 90 kHz이 

므로. 무차원 주파수는 3 = 0.269이다. 이와 같이 표 

면에 나사면이 형성된 도파관에서 비틂파 전파속도를 

측정한 결과를 Table 1에 기재하였고, 이와 비교하여 

이론적 결과의 경향을 검증하였다. 이에 따르면, 표면 

에 주기적 굴곡을 가진 도파관에서의 비틂파 전파속도 

는 매끈한 도파관에서의 전파속도에 비해 8-10 % 느 

린 것으로 나타났다.

V. 결 론

원형 막대에서 전파하는 비틂 탄성파를 다룸에 

어서, 표면이 길이방향으로 주기적인 굴곡을 갖는 坦 

에서의 전파속도를 근사이론으로 구하였다. 도파관 

할을 하는 막대의 주기적인 미소한 반경 변화를 섭易 

에 의해 다루어 해석한 결고｝, 전파속도는 섭동량의 

곱에 비례하는 양만큼 감소하는 경향이 나타났다.

이러한 이론적 경향은 자왜 트랜스듀서로 비틂파 

를 전파시키고 나사면을 가진 탄성 도파관에서 전파속 

도를 측정하는 실험으로 검증하였다.
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Fig. 3 Signal trace of the waves reflected at the 

front and the end of the waveguide.
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