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Z 방향의 에너지 흐름을 위한 

실린더 운동 방정식 유도

조형국. 김정국 
동서 공과대학교

요약
실린더 형태의 관에서. 소음발생과 소음의 제어를 위해서는 실린더 운동 

방정식이 필요하다. 지금까지 많은 음향 학자들에의해 실린더 운동 방정식 

이 유도되었다. 본 논문에서는, Z방향으로 에너지 흐름의 계산을 위해 

실린더 벽 두께 (h)사이의 임의의 점에서 z와 叩방향의 strain과 stress을 

고려하여 새로운 실린더 운동 방정식을 유도 하였다.

On Cylindrical Shell Equation 
for Energy Flow in z Direction

Jo Heung-Kuk and Kim Jeong-Kook 
Dept, of Electronic Dong-Seo Univ.

A Cylindrical shell equation turns out to be very important in 
noise generating and noise controlling. Up to now several different 
types of cylindrical shell equation has been introduced by acoustician.

In this paper by considering z and 中 directed strain and stress at 
an arbitray point of cylindrical wall to evaluate energy flow for z 
direction. We induce a new cylindrical shell equation

1. 서론
실린더 형태의 원통관은 가정의 수로 

관, 화학 공장의 유체나 증기 혹은 가스 

를 전달하는 통로로 많이 쓰인다. 이런 

이유로 많은 음향 학자들이 실린더 형 태 

의 원통관에서 Structure-Borne
Sound와 그것으로 부터 음의 발생에 

대해 많은 연구가 진행되어 왔다.

실린더에서 발생되는 소음해석은 실 

린더 운동방정식이 필요로 한다. 지금까 

지 실린더 운동방정식의 유도에서는 실 

린더 관의 두께 h 가 매우 얇다는것으로 

운동 방정식을 유도 

가정으로 만든 실린 

실린더위에 지지대 

자극에 의해 z방향

가정하여 실린더 벽 두께의 중간선에서 

변위만으로 실린더 

하였다. 이와 같은 

더 운동 방정식은 

를 한경우, 임의의

으로 향하는 힘 을 계산하는데 어 려움이 

발생한다. 본 논문에서는, 실린더 운동 

방정식을 실린더 벽 두께사이 h/2~-h/2 
의 임의의 점에서 z와 屮 방향의 변위 

에 따른 strain 과 stress 을 고려하여 

유도 하였다.
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2. Junger and Feit으］ 실린더

운동 방정식

그림1은 실린더 벽의 관두께가 얇 

고, 무한히 긴 실린더로 가정한다. 이 

그림에서 Z, 中그리고 I•은 실린더 좌표 

이 고, U, V 그리 고 W 는 실 린더 벽 두 

께의 중간선 (h = 0) 에서 z. <P 그리 고 

「방향의 변위이다.

그림 1. 실린더 좌표 시스템

Fig. 1. System of coodinates for 
cylindrical shell(tube).

실린더 운동 방정식은 다음과 같은 

과정으로 유도가 되어진다. 첫째 과정 

은 실린더 벽의 두께 (h)의 중간선에서 

각 방향의 변위를 구한다. 두번째 과정 

은 Taylor 급수를 이용한 변위를 

strain과 stress 로 표현한다. 세번째 

과정으로 위치에너지와 운동에너지를 

실린더의 표면에 대해 적분함으로서 

계산한다. 네번째 과정은 Hamilton 
원리를 이용하여, 에너지로 부터 실린 

더 운동 방정식을 유도해 낸다. 두번 

째 유도 과정에서 Taylor급수를 이용 

한 strain 과 stress 의 표현 방법의 

실린더 운동방정식에는 오차가 발생한 

다. 이러한 오차에 의해 여러 형태의 

실린더 운동 방정식을 유도할수 있다.

스］ (1). (2) 오+ ⑶ 은 Junger and 
Feit의 실린더 운동방정식이다. 이들 

시에서 상수의 의미는 다음과 같다.

w : 각 속도

卩：Poisson s ratio
a : 실 린더 반경〔m〕

h : 실린더 관벽의 두꺼］〔m〕

P、、: 실린더 재료의 밀도 |kg/m” 
c〔 : 횡파의 속도〔m/s〕

E : Young' s Modul ［N / m2］
) : 허수 단위

p2 = h2/ 12a2

Leissa〔l〕가 보인 여러 종류의 

실린더 운동방정식과 Junger and

8气1 1-^ d2u 1 + 卩 82v 卩。w

dz 으 2a? 8q)2 2a dcpdz a 8z C]
1淀u 0 <1)

i+卩 d2u 1 -a2v 1 a2v 1 aw 1 了v 
-------- + —— — H     + ―- —--- - -- r- = U
2a 8zg) 2 dz2 a崩甲2 疽 8平 C] dt2

(2)

卩 du 1 dv 1 胪v\
——f m — + K I — +   
a dz a2 r \ a2

1 a2( 2^4w n a'w 1
—w-p a ―- + 2—:■一； +——-
a2 ”[掰 &乙Bp? a2 dtp4]

1 eR _(1项) (3)
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Feit의 실린더 운동방정식의 차이점은 

단지 胪항이다. 만약 실린더 벽의 두께 

(h)가 매우 얇다면 "을 생략할수 있으 

므로 Junger and Feit〔2〕와 Leissa 
〔1〕가 보여준 실린더 운동방정식은 거의 

같게된다.

3. 새로운 실린더 운동 

방정식의유도

Junger and Feit의 실린더 운동 방 

정식은 실린더 벽의 두께사이 (h/2〜- 
h/2)의 임의의 점에서 변위를 고려치 

않았다. 또한 Junger and Feit의 유도 

과정에서는 실린더 관벽의 중간선에서 

변위와 굽힘을 단지 실린더 벽의 표면에 

서 표현하였다. 그러나 실제로는 실린더 

벽의 두께 (h) 사이의 모든 임의의 점에 

서 변위와 굽힘이 일어난다. 이러한 점 

을 고려치 않는다면 반지형태의 지지대 

를 갖는 실린더에서 임의의 자극으로 인 

한 힘은 지지대를 통과하지 못할 것이 

다. 그림2 그리고 그림3과 같이 실린더 

벽 두꺼】 (h)의 임의의 점에서 각 방향의 

변위를 식(4), (5) 그리고 (6)과 같이 

가정하였다.

사이의 임의의 점에서 

방향의 변위 vb .
Fig.2. tp directed displacement^) 

at an arbitary interior point 
cylindrical wall.

사이의 임의의 점에서 

z방향의 변위 ub.
Fig.3.z directed displacement(Ub) 

at an arbitary interior point 
cylindrical wall.

Vt, = 즈v+(r - a)q>“ (4)
a

th = u + (r - a)q>z ⑸

wb = w (6)

Uh, Vb 그리고 Wb 는 실린더 벽 두께 

(h) 사이의 임의의 점에서 각 방향의 

변위이다. 구한 변위를 이용하여 실린 

더 운동방정식을 유도하려면, 탄성연속 

체 의 일 반장공스】〔3〕에 대 입 하고. 실 린 

더의 벽의 표면에서 strain 의 자유도 

을 고려하면 다음과 같은 normal 
strain고｝ transverse shear strain 
을 구할수 있다.

丄“_스) w+1 으E +스丝으 (7)
a \ a/ a a8叩

._ au；n   + X —— (8)
()Z t»Z

一스) •쓰
a 丿()<p

(9)

Erz^<Pz+ — 
az

(10)

Zlp — I 1 T — — + A — T -—I 1 — + ———
V aEz Bz a \ a 丿 8q) a 3q)

<11)

여기서 r. a 와 x의 관계는 식 (12)와 
같다.
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1 1 1L X\ a (、 x\ r- a xr -a = x, — ---------  —[1 —, — =■  ------- -------- =» —
r a + X a\ a/ r \ a/ r a

(12) 
또한 normal stress와 transverse 
shear stress 은 다음과 같이 구할수 

있다.

w 5 U, +虹 (13)

E
+ £,) (14)-

1 F
2板E n

Orz =Ger/ (15)

服 =G" (16)

=G% (17)

여기서 G"/2(l 十时이다.

실린더에서 위치에너지오｝ 운동에너 

지 를 구하기 위 해 stress 와 strain 을 

이용한, Hamilton원리를 식 (20)에 

보인다. 위치 에너지와 운동 에너지를 

식(20)에 대입하면 실린더 운동방정식 

을 구할 수있다. 스】(21), (22) 그리고 

(23)이 새로이 유도된 실린더운동 방정 

식이다.여기서 (…)은 시간에 대해 두번 

미분한것을 의미한다. Pa는 외부에 가 

한 힘이다. 식(21), (22) 그리고 (23) 
과 Junger and Feit의 (1), (2) 그 

리고 (3)식은 차는 伊항이다. 만약 실 

린더 벽 두께 (h)가 매우 작다면 두 운

h_
17

Ep《〉t = 2 +Eg +。叫£「寸 + +。判 Ez/dr

h
1 ~ 9 9 ,

Ekin= ZPwJIuj+vL +Wb2)dx

I

tl tl

8J(Ekin - E pOt)dt + f 6Eadt = 0
t2 t2

(18)

(19)

(20)

a% 1 -1+p2a2u /i +卩 2i-\i\ 1 d2v 卩aw . .p2 a3w
m毎나5 一厂丿林+辰+e)茶由

_cTu=0
쁫*느쓰) 伝日斜능수 5 快煮，E 尝

(21)

-(1+ p2)v - = 0
J 8q)3q)

(22)
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冷늘嚥品*注仆為亨 w

+ 哗其+ 2宀乾+0*2时丄礬 W씌 
a2 [ a»P 招" az4 J [a dtp dz J

1 [..詩沁 h2 ifw _ a2 Ov] _
+■허心財厂正誼+七히- eh 氏 (23)

동방정시은 거의 같게 된다.

4. 결론

실린더 벽이 얇고. 무한히 길다고 가 

정 하였을때, 일반적으로 실린더 벽 두 

께를 면으로 취급하여 , 실린더 벽의 중 

간선에서 일어나는 strain 과 stress 
를 이용하여 실린더 운동 방정식을 유 

도하였다.

이러한 방법으로 유도된 실린더 운 

동방정식은 실린더의 벽면에서 z방향 

으로 흐르는 힘을 계산하는데는 어려움 

이 발생한다. 본 연구에서 유도된 실 

린더 방정식은 그러한 문제점을 해결키 

위하여 벽두께 사이의 모든 임의의 점 

에서 일어나는 strain과 stress 를 고 

려하여 실린더 운동 방정 식을 유도하였 

다. 유도된 실린더 운동 방정식으로， 

두께가 얇은 실린더 벽면에 지지대를 

한 경우에도 쉽게 z 방향으로 향하는 

힘을 구할수 있다. Junger and 
Feit의 식과 비교하여 볼때 실린더 벽 

두께가 커질수록 현저 한 차이를 보이고 

있으며 , 두께가 매우 얇다면 두식은 거 

의 같게 된다. 유도된 식을 실린더 형 

태 의 관에 서 일어 나는 소음제 어（능동 

소음 제어）를 할때 이용하면 보다 정확 

한 제어를 할수 있다.
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