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Abstract
In this paper, it is propo««ci to i^jrove the robustness 

of the Fast Recursive Least Squares(F11LS) algolithos with 

the exponential weighting,which is an i«portant class of 

algplithos far active filtering. It is well known that 

the FRLS algolithn is nuaerically unstable with 

exponential weighting factor 1 < 1.

However, introducir^ sooe gains into this algolithMs, 

nunerical errors can be reduced. An accurately choice of 

the gains then leads to a numerically stable FRLS 

algolitha with a complexity of 8s nulitiplications and 

we it by computer simlations.

I. 서톤

적응 스풕트럭 추청오 위해서는 신호를 모델링하고 그 모델 

링 파라떼터豊 사응하는 스펙트럼 추정법이 칙합하다.록비 고 

속척옹 스펙트럼 추정을 위해서는 신호의 모델링올 고속으로 

하는 것이 요구퇴고 이예 적합한 알고리즘온 최소평균자승 

(Least Mean Square：LMS)알고리즘과 고속순차 최소자숭(Fast 

Recursive hiast Square : FBLS)알고리즘올 꼽올 수 있다.이돌 

은 서로 장단점이 있으므로 필요에 따라 선택된다.FR15알고리 

즘은 L題에 비해 수렴속도가 빠르며, 엄격한 최소자승법에 근거 

한 알고리쥼으로 게산량온 LMS의 2〜4배 정도이다.따라서 FRLS 

알고리즘은 LMS알고리즘과 충분히 경쟁력있는,륵히 빠른 수렴 

속도가 요구되는 분야에서는 유용한 알고리즘이지만 시스템 변 

화에 적옹력올 향상시키기 위해 I보다 작은 하중계수륽 사身할 

경우 강인성이 보장되지 않는 결첨올 가지고 있다.

이러한 脉의 단점올 개선하기위해 많은 연구가 진행되어 

快다. [｝\【身.【3】 .니본 논문에서는 이버한 연구블 토 

대로 하여 강인성이 보장되는 새로운 FRLS 알고리즘올 제시하 

고자 한다.

본 논문의 구성온 다음과 같다.2장에서 FRLS의 기본개념과 

강인성 보강문제에 대히! 서슬하고, 뵨 논문의 주제인 강인성이 

보강된 ERLS알고리즘온 3장에서 설명한다.4장에서는 이 알고리 

즘에 대한 모의실험 결과를 제시했다.

K. 고속순차 최소자승법과 강인성문제

최소자승법은 측청치 리n)와 추정치 y(n)간 오차의 제꼽합 

이 춰소가 되도록 추청치 y(n)의 메게변수롤 결정하는 방법이 

다.이롤 위해 평가함수 J올 다음과 같이 한다.

J = f{y(k)・d(k)}2

* . k = 0

또힌 팽가함수 최소로하기 위한 정규방성식은 다음과

3다.

w(n)=Rm'1(n)rm<n)

여기서, RMn)과 f(n)는

n n
Rm(n)= W&Jk)X』(k), r%(n)=W)G(k)d(k)

k=0 k=0

이고, 間(n)은 입혁신호 벡터, d«(n)은 추청열,*m(n)온 필터의 

계수쌕터이다.

이 정규방청식왹 해폴 얻기위해 LS믄 역행혈의 제산예 

이恭｝의 계산랑。】 필요로 하다. 역행렬올 구하는 과정에서의 

계산량옴 즐어기 利해 역헁렽의 정리를 이용하는 것이 일반형 

순차최소자승(Ryursive Least Square：RLS)알고리즘인데 이는 

미쇼)의 계산량이 소요뇐다. 그러나 이 알고리즘도 시스템의 

차수 mo； 큰 경우에는 막대한 쟤산링이 필요하므로 실시간 처 

리에는 이응에 무리가 있다. 이러한 계산량문제뜰 해결하고자 

제시된 FRLS은 0(a)의 게산량만이 팔요할 훈이다. 이는 괍셈의 

횟수에 따라 跚형태와 訶형대가 있으며 3. 알고리즘은 표 

2-1,2-2오｝ 같다. I】 15MR1 17] . (8!

표 2-L &n FRLS 알고리즘

이득벡터의 시간갱신 궁식 계산량

)=x(n*I J*alm(n)xin(n) 
am(n*l )=am(n)fw*B(n)efm(n+l) 
£f(n(n*l)^x(n*l)*al01(n*l)xln(n) 
afm(n*l )=af®(n)*efB(n+l )cfo(n*l)
.,[0 1

商厂

분할식 «v,(n.l) = [ d*"ln<1)]
I 6ftn(h*l) J

⑴

(2)
(3) 
⑷

1 1 ]

1 aa>(n*l) J 
⑸

(6)

m 
a 
tn
1

0

ebe(El)=x(n+l-G・b%(n)Xs(n+l)
_ . ,, d\(n시 )-6%(nH)b/n)

1*6 Bitn+De^mtn+l) 
bm(n+l)=』(n)f %(N+1)4岫(n“)

(7)

(8)

(9)

n

2m

a
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표 2-2. 5> FRLS 알고리즘

이됵 시간 갱신 • 계산량

efffl(n+i)=x(n*lJ+a'wtnJxntn) (10) s
£fm(n*l )=£fm(n*l )/Oa>(n) (11) 1
%(n+l)=aB(n) 비如 (nW/rE) (12) D
afm(n+l )=afu(n)+efm(n+l)£fm(n+l) (13) 1

f 0 1 eMn+1)
wm*i(n+l)= -----------------------

L wm(n) J afm(n+l)

[a«n(n)]
■+1

분할식 : wm.itn+l) =[ ? 1

l &(n+1) J
[li]

0

ebm(n+l)=-&n(n*l)abm(n) (16) 1
Wm(n+1) = dra(n*l)-6m(n+l)bra(n) (17) a

efm(n+l) 
a<n*i(n+l)=an(n)* —-— efm(n+l) (18) 1

£bm(n+l) =ebm(n*l)/affl(n+l) (19) 1
abm(n*l )=abfll(n)+eb0J(n+l ) (20) 1
bn(n+l )&(n)비脑(N이)Ebm(n*l) (21) n

전체 계산량 5o*8

그러나, 잡옴에 대한 감도흘 증가시켜 시스벰에 사응하기 

위해서는 망각계수 서昏 1보다 작은 값으로 사응하게 되는데, 

이때 FRLS는 수치적으로 볼안정하여 정상상태에서논 귭격히 

발산하게 된다.〔9广[13】 이러한 문제점옴 개선하기 위해 

Normalization FRLS 알고리즘 ⑴.”(>】과 배청도 계산올 사용 

할 것【I호】 등이 제시 되기도 하였고, 록히 다옴과 같이 보정 

상수블 사용한 방법이 제시 되기도 하였다. m】

표 2-1 의 (4)식옲 다옴과 같이 수정하면

afn(n*l )=afm(n)*efE(n*l)£fm(n*l )*k

이 된다. 즈 여기서 모형의 차수 m과 잡움의 크기 등에 따라 

결정되는 보청상수 k롤 이응하여 강인성올 개선하였다. 그렇지 

만 위의 어떠한 방법도 입력산호의 성짙에 따라 강인성이 보 

장되지 않으므로 구조변수(r으scue value)뽈 사용하여 이 변수 

를 감시하고 있다가 발산이 시작되면 이롤 감지하고 알고리즘 

올 초기화하는 방법이 있다. 二L러나 이러한 방법은 초기화시킽 

때마다 상당한 양의 출력은 신뢰성이 없는 자旦가 되어 수치적 

으로 불안하게 되므로 朴의 웅-g■범위가 크게 圳한받게 돤匸｝.

피강인성이 보강된 고속 순차 최소자승알고리즘

FRLS가 강인성이 약한 이유는 계산량올 쥴이기 위해 과거의 

자료에 대한 정보플 행렬로 보관하지 않고 벡터로 처리하기 때 

문에 이호 인한 계산오차가 누척되기 때문이다. 즉,이본적 

으로는 형태와 細형태 변수의 계산간이 일치해야 하나, 사 

융된 디지탈 계산기의 어장에 의한 반올림오차 및 철단오차 등 

으로 인해 실제로는 일치하지 않는다. 이러한 점오로 인해 

Bott。등은 이 오차를 최소화하는 보상방법올 제시하였 

다. 121. (3]

본 연구어서는 이혼적으로 같아야 하는 이들 변수들에 적당 

한 값의 가증치룔 줌으로써 상호 보완작용올 유도하여 오차의 

누적헌상올 막고, FR1S외 단점인 수치척 昌안청성올 개선하여 

강인성올 보완한 것이다. 족, 전향에측기 A„(n)와 후향예측기 

Bm(n), 할만이득 Wm(n)의 계산식이 8a형태와 5«형태에서 각기 

다른 계산식올 갖는 것에 착안하여 표 2-1,2-1 에 있는 식올 다 

시 쓰면 다옴과 같다.

£fn(n+l )=x(n*J )*atn(n+l )x』n) (3)

w^itn+l)=

€fa(n+l)=£^m(n+l(11)

o 1 £f*si)r 1
w*m(n) J afm(n+l) [ Hn+1)

0 1 efMnH) r 1
•■(n) ] )[皿(n)

ebm(n+l )=x(n*l-m) ♦btm(n)xii1(n*l) (7)

^(n+l )=-6«(n+l )aMn) (16)

Wm.i(n+1)= (14)

만일 무한정도홀 갖뇬 디지달 게산기롱 사용한다면 가각 

같은 욜리량울 의미하는 위의 게산식 (1)과(2), (3)과(4), 

(5)와(6)이 각기 다론 방법으로 표현되었다 하더라도 그 결과 

는 일치할 것이다. 그러나 싵제로 구현함에 있어서 그 결과는 

다르게 되는데 그 이유뇬 수치 게산상의 오차로 < 수있다. 

그러므로 각기 다른 이듦 계산쳘과뇬 오차 누적시스템의 츨력 

£로 볼 수 있으므로. 븐 는문에서뇬 오차의 누적현상올 막기 

위해 그림 1.과 간온 피드백구조룔 제안한다.

(d(n)J I

----------- -)] H(n) [

(x(n)|
입력신호 i--------------------- 1

필터계수
Wm(n)
一)

£m(n)
예측오차

(a) FRLS 알고리즘

22림 1. FRLS 알고리즘과 오차 궤환 시스헴

또한, 궤환상수 K뽑 고려한 새로운 알고리즘의 변수들은 

표 3. 과 같다.

표 3- 퀘환상수 K롤 갖는 새로운 변수

□ 시n+1) = K3£f8ra(n*l )*(I-K3)£f5m(n*l)

w 시 n+1) = Km” 서平1) + (1*4)眼試口+】)

ebn(n*l) = K(i)et>8B(n+l )♦(!-!<( I)eb5n(n+i) i=l,2,5

여기에서 록정한 K의 선덱은 실험적 경험과 시행착오법으 

로 결청하게 되는데 일반적으로 최적 K의 선댁온 망각게수 X 

와 시스템 차수 叫 신호의 룍성에 따라 겹정된다.
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N. 모의실험 및 결과

모의 실험에 사용한 입력신호는 각기 SNR=20［曲］와 14［dB］롤 

갖논 두개의 정현파쿈 이용헀으며 찹음신호논 공분산이 1인 

백식잡옴 (White Noise)올 이응하였다.또한 «M2 이며 心.995 

로 하였다.또한 이득 K는 각각 ki=1.25.k2=L25,k3=O.75,k4=C. 
0*5=1.25으로 하였다. 아래 그림에서 미게변수 5(n)의 추청 

과청올 도시했다. .

그림 2.는 임력신호이며 그림 3.온 매게변수의 최초수혐과정 

이고,그림 5. 와 그림 7.은 각각 1만, 2만번제 이산시간에서 메 

게변수가 발산하지 않고 그 갔올 유지하고 있옴올 보인것이다. 

또한 그림 4.와 그림 6..그힘 8. 온 입혁신호와 측겅신호간의 

오차로써 초기과정에서는 그 차가 컸으나 a(n)이 수렴할 수록 

그 차가 졿어둏고 있다,

시믈레이션은 20만번개 이산시간에서도 시행한 결과 만족할 

만한 겨과름 얻울 수 있었다• 결론적으로 위에서 게시한 알고리 

즘이 강인성올 가지고 있음을 알 수있다.

그림 4. 측정신호 d(n)과 예측신호 y(n)간의 오차

그림 2. 측정신호 d(n) 그림 5. 매개변수 a(n)의 1만번째 수혐•특성

4베#쒜榊

그림 3. 미개변수 a(n)의 초기 수렴박성

,0000 11000 1 2000 'WW
Sampling Tinw

그림 6. 측정신호 d(n)과 에측신호 y(n)간의 오차
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그림 7. 매개변수 戒n)의 2만번재 수혐라성

쒀서*씌쎼册Wi

?')090 22。8 2JOOO

、9 r 머"*q he、e

그림 8. 측정신호 허"과 에측신호 y(n)간의 오차

V. 결론

척옹 스펙M럼 추정에 많이 사용되는 AJ? 모형의 매개변수 

의 추정 방법중 *앟고리쯤은 적은 계산량과 빠른 수렴속도 

똨 갖지만 수치적으로 불안정하므로 본 논문에서는 이暑 개선 

하기위해 꿰환이독 K흘 사응하여 이톤척으로 갈아야 하는 

FR1S의 변수돌에 적당한 값의 가증치鲁 즘으로서 오차이 누적 

현상올 막고 FRLS의 단점인 수치적 뵬안정성오 개선하여 강안 

성올 보완하는 방안올 제시하엿다. 재안된 알고리즘의 안청성올 

확인하기위하여 컴퓨터 시뮬레이션을 하였으며 좋온 곁과를 

얻었다.
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